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Spis trescl

o Wprowadzenie
o Nieintuicyjne wtasnosci
Objetosc¢ kuli
Rozktad normalny
Jadra Gaussowskie
Punkt najdalszy/punkt najblizszy
Dziwne zachowanie metryki L,
o Klatwy i btogostawienstwa
,Klgtwa” wymiarowosci
Zjawisko pustej przestrzeni
,Btogostawienstwa” wymiarowosci
o Szacowanie wymiaru wewnetrznego
Klasyczne: PCA

Metody aposteriori — nieliniowe rzutowanie:
nieliniowe PCA
MDS (m.in. CCA)

Wymiary fraktalne

o Zastosowanie
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o Nieintuicyjnos¢ wymiarow > 3

o Dane mozna reprezentowac jako n-wymiarowe punkty
(wektory)

o Przestrzen n-D dla n>3 trudno sobie wyobrazi¢

o Charles Howard Hinton (1853-1907)
Zajmowat sie popularyzacja przestrzeni 4-D
ukut nazwe Tesserakt dla siatki hiperszescianu 4-D

Siatka dla

Slatka dla szescianu 4-D:

szescianu 3-D:
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Przyktady HDD (High-
Dimensional Data)

o Dane:
medyczne (np. EEG)
finansowe (wskazniki gietdowe)
multimedialne (obrazki, filmy)

zakupy dokonywane za pomocg kart
kredytowych

szeregl czasowe
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o Nieintuicyjne wlasnosci
Objetosc¢ kuli
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Jadra Gaussowskie
Punkt najdalszy/punkt najblizszy
Dziwne zachowanie metryki L,
o Klatwy i btogostawienstwa
,Klgtwa” wymiarowosci
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Klasyczne: PCA

Metody aposteriori — nieliniowe rzutowanie:
nieliniowe PCA
MDS (m.in. CCA)

Wymiary fraktalne

o Zastosowanie S
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Nieintuicyjnos¢ HDD

Objeto$¢ kuli
o Wzér na objetoéé/buli: o Gdzie:
V. (d) = 4 rd I — promien kuli
F(d/2+1) d — liczba wymiaréw

Wykresy dla kul, gdzie r=1.

X: liczba wymiarow(d)

6 «— 1.2
5 | Y: objetos¢ kuli N
4 08 |
= 06 -
f' X: liczba wymiaréw (d) _—" 0.4 1
0 Y: objeto$é kuli/objetosé '
0 10 2 hiperszescianu o boku 2r o 10 20
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Nieintuicyjnos¢ HDD

¢ Rozktad normalny

o Znany fakt: w 1-D rozkitadzie normalnym N(O,1)
90% probek znajduje sie w przedziale [-1,65; 1,65]

1 X: liczba wymiarow (d)

0.8 - /Y: czesc probek znajdujacej sie

06 - w kuli o promieniu 1,65

04 -

02 o Wiekszosc objetosci
v rozktadu znajduje sie w
Rystinek z [11] ,ogonie” zamiast blisko

centrum
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Nieintuicyjnos¢ HDD
Jadra Gaussowskie

dimension = 2 dimensicn =5
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Rysunek z [6]
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K (X, y) = exp(— 222

-Punkty majg rozktad
normalny z centrum w
punkcie C

- X (szary dzwon):
rozktad odlegtosci

= punktow od punktu C

- niebieska linia:
wartosci jadra
Gaussowskiego (z
centrum w punkcie C)
dla danej odlegtosci
od punktu C

- dla HD jadro traci
swoje wiasnosci
odrozniania punktéw
dalekich od bliskich



Nieintuicyjnos¢ HDD
Jadra p-Gaussowskie (cd.) —
rOZWquanle prOblemu (Francois i inni [6])

K (% y) = exp(- 222
o Lepsze rozrdznianie
= miedzy punktami bliskimi
\ i dalekimi

oA
%
Rysunek z [6]



Nieintuicyjnos¢ HDD
° Punkty dalekie 1 bliskie sg

blisko siebie

o W pracy [2] (Beyer i inni) pokazano, ze dla tagodnych
ograniczen na rozktad danych (sztuczne dane o réznych
rozktadach i dane prawdziwe), przy rosnacej
wymiarowosci odlegtosc¢ do najblizszego punktu zbliza
sie do odlegtosci do najdalszego (dla kwerendy NN). W
tym przypadku znajdowanie k-NN przestaje mieC
wiekszy sens

o ten efekt moze by¢ widoczny juz dla 10-15 wymiarow

o sugerujg wykorzystywanie nowego algorytmu zamiast k-
NN: epsilon-Radius NN
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DMAX — odlegtos¢ do najdalszego punktu

Nieintuicyjnos¢ HDD

Punkty dalekie | bliskie sg
blisko siebie (cd.)

Wszedzie wariancja=1

DMIN — odlegtos¢ do najblizszego punktu
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Rysunki z [2]
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dimensions (m)

dla rozktadu jednostajnego
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dimensions (m)

dla miliona punktow
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Punkty dalekie 1 bliskie sg
blisko siebie — inne podejscie[1]

o Zajmijmy sie metryka L,

k)ﬂk

d . .
LOuy) =2 (X -y
=1
o Autorzy twierdza, ze im wyzsze k, to metryka gorzej
sie sprawdza w wysokich wymiarach | przedstawiajg
dowaod teoretyczny i wyniki praktyczne
potwierdzajgce teze

o Wiec najlepsza jest metryka dla k=1 (Manhattan),
albo wrecz utamkowa<1
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o Nieintuicyjne wtasnosci
Objetosc¢ kuli
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Metody aposteriori — nieliniowe rzutowanie:
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MDS (m.in. CCA)

Wymiary fraktalne

o Zastosowanie S
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® ,Klgtwa” wymiarowosci

o Termin wymyslony prawdopodobnie przez matematyka
Richard’a Bellman’a (1920-1984)

o Ogolnie: pojawianie sie zjawisk dla HDD, ktdére majg
negatywny wptyw na zachowanie | wydajnosc
algorytmow uczacych sie [12]

o Przyktad: aproksymowanie funkcji (tworzenie modelu)
na podstawie pomiarow (przyktadow) przez algorytm
uczacy:

Zaktadamy, ze dobra aproksymacja 1-D: 10 punktow

Wiec dobra aproksymacja dla d-wymiarowag; 10¢
punktow (duza liczba nawet dla matych d)
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Zjawisko pustej przestrzen

1040 N

—_
Dw
=]

o By wypetni¢ w miare gesto
przestrzen d-wymiarowg

=y
DM
=

data size [GB]

potrzeba np.109 punktow

o Warunek niemozliwy do
spetnienia dla prawdziwych I e
HDD Zatozenia wykresu: o

o Whniosek: Rzeczywiste -Kazdy punkt to wektor d-wymiarowy
HDD w spos(')b rzadki -Kazdy z d elementow wektora to 32 bity

wypetniajg przestrzen P

danyctl — przestrzen jest | o
-pusta -1GB=10°B
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,Btogostawienstwa”
wymiarowoscl

o Zjawisko ,koncentracji miary” —
przy tagodnych ograniczeniach na :
rozktad danych wariancja kazde]
miary (odlegtosc, norma) jest
stata podczas gdy srednia rosnie
(dla rosngcej liczby wymiarow d)

Konsekwencja: w HD punkty
wydajg sie byC znormalizowane ‘1Z4-sis— —
o Samopodobienstwo (wlasnosci fraktalne) czesc Z danych

rzeczywistych ma wysoki wymiar nominalny, witasnosci
samopodobienstwa i niski wymiar fraktalny [9].

onp. wydajnosc¢ przeszukiwania bazy danych (algorytm k-NN) zalezy od wymiaru
fraktalnego danych (a nie wymiaru nominalnego).

dimension =2
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,Reguty kciuka”, n=x*d

o ,Reqguty kciuka” dotyczgce potrzebnej
liczby danych (n) dla okreslonej liczby
wymiarow (d):

n=5*d, n=10*d (wg. [10])
n>10*d (dla zagadnienia feature
selection) (wg. [7])
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Nie jest
wydaje

tak zle jak sie

o W rzeczywistych danych przy mierzeniu paru

zmiennych dane
Z tych zmiennyc
Z tych zmiennyc

go zjawiska (wymiary) czesc
N jest uzalezniona od innych
4

o Moze to byC wyt

umaczeniem, dlaczego ANN

potrafig dobrze sie uczy¢ nawet na danych,

dla ktorych d~n
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Spis tresci

o Wprowadzenie

o Nieintuicyjne wtasnosci
Objetosc¢ kuli
Rozktad normalny
Jadra Gaussowskie
Punkt najdalszy/punkt najblizszy
Dziwne zachowanie metryki L,

o Klatwy i btogostawienstwa
,Klgtwa” wymiarowosci
Zjawisko pustej przestrzeni
,Btogostawienstwa” wymiarowosci

o Szacowanie wymiaru wewnetrznego
Klasyczne: PCA

Metody aposteriori — nieliniowe rzutowanie:
nieliniowe PCA
MDS (m.in. CCA)

Wymiary fraktalne

o Zastosowanie S
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Wewnetrzna wymiarowosc
(Intrinsic Dimensionality (ID))

o Dane sg reprezentowane jako punkty (wektory) d-
wymiarowe #> dane ,haprawde” sg d-wymiarowe

o ID - minimalna liczba niezaleznych zmiennych
(stopnie swobody) potrzebnych do reprezentacii
danych bez starty informacji, a bardziej ogolnie:

o zbior QUOR"Y malD =m, gdy jego elementy lezg
catkowicie w m-wymiarowej podprzestrzeni R¢
(m<d) [3]
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Rozmaitosc topologiczna
(manifold)

o Rozszerzenie na wyzsze wymiary pojecia
,Jpowierzchni”

o Definicja [4]: przestrzen topologiczna M, w ktorej dla
Kazdego punktu istnieje otoczenie otwarte,
nomeomorficzne z przestrzenig kartezjanskg R" dla
pewnego NLI N

o Liczbe n takg sama dla wszystkich punktow XL M
nazywa sie wymiarem rozmaitosci (my bedziemy go
utozsamiac z ID)
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Rozmaitosci topologiczne -
przyktady

o Kula jest rozmaitoscig topologiczng o wymiarze 2
o Rozkiad ,podkowa” (,horseshoe™)

wymiar nominalny=3

ID=2

Rysunek z [12]
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(@)

Analiza Gtownych Sktadowych
(Principal Component Analysis (PCA))

Klasyczna metoda statystyczna do redukcji wymiarowosci

Za pomocg transformacji liniowych tworzy nowy uktad
wspotrzednych tz:

Rzut na 1. os ma najwiekszg A

wariancje z mozliwych rzutow

Rzut na 2. 0$ ma drugg najwiekszg
wariancje z pozostatych rzutow itd.

Mozna ,obcig¢” koncowe (,niewazne” \ L '

— 0 matej wariancji) wymiary

Wady: przeszacowywanie ID,
liniowosc¢

v

Zalety: obliczeniowo proste, nadaje si¢
do np. wstepnego rzutowania danych
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Spis trescl

o Wprowadzenie
o Nieintuicyjne wtasnosci
Objetosc¢ kuli
Rozktad normalny
Jadra Gaussowskie
Punkt najdalszy/punkt najblizszy
Dziwne zachowanie metryki L,
o Klatwy i btogostawienstwa
,Klgtwa” wymiarowosci
Zjawisko pustej przestrzeni
,Btogostawienstwa” wymiarowosci
o Szacowanie wymiaru wewnetrznego
Klasyczne: PCA
Metody aposteriori — nieliniowe, iteracyjne rzutowanie:

nieliniowe PCA
MDS (m.in. CCA)
Wymiary fraktalne
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@ Nieliniowa PCA

o realizowana za pomocg 5-warstwowego MLP (w ksztaitcie klepsydry) -
liczba neurondw w srodkowej warstwie, to oszacowanie ID

O na wejscie | wyjscie dajemy taki sam wektor

Input Layer

O uczymy za pomocg backpropagation (najczesciej
metoda sprzezonych gradientow)
o Wady:
rzuty na krzywe i1 powierzchnie sg suboptymalne,

nie moze modelowac krzywych | powierzchni,
ktore sie przecinajg

ograniczony do prostych problemow ze wzgledu
na problemy z doborem parametrow warstw (wg.
[12])
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Spis trescl

o Wprowadzenie
o Nieintuicyjne wtasnosci
Objetosc¢ kuli
Rozktad normalny
Jadra Gaussowskie
Punkt najdalszy/punkt najblizszy
Dziwne zachowanie metryki L,
o Klatwy i btogostawienstwa
,Klgtwa” wymiarowosci
Zjawisko pustej przestrzeni
,Btogostawienstwa” wymiarowosci
o Szacowanie wymiaru wewnetrznego
Klasyczne: PCA

Metody aposteriori — nieliniowe rzutowanie:
nieliniowe PCA

MDS (m.in. CCA)

Wymiary fraktalne
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Metody skalowania
Wielowymiarowego (MDS)

o Metody MDS (Multi-Dimensional Scaling) —
Implementujg rzutowanie nieliniowe

o Gtowna idea algorytmow: starajg sie tak
rozmiesci¢ punkty w przestrzeni 0 nizsze|
wymiarowosci, by odlegtosci miedzy parami
punktow byty jak najlepiej zachowane

o Sg to algorytmy iteracyjne
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OO

MDS (cd.)

MDSCAL - klasyczny algorytm tego typu
Sammon’s mapping — podobny algorytm
Dla obu:

jakosc¢ rzutowania okresla wzor na naprezenie (stress), ktory
zalezy od odlegtosci miedzy danymi.

Gdy odlegtos¢ miedzy danymi zrzutowanymi przypomina
odlegtos¢ wejsciowq, to naprezenie mate

Rozmieszczamy losowo punkty, a nastepnie nimi poruszamy
zgodnie z malejgcym gradientem

By okresli¢c wymiarowosc:
rzutujemy na rozng liczbe wymiarow
tworzymy wykres naprezenia (koncowego) od wymiaru.
Szukamy na wykresie ,kolanka” — w tym miejscu okreslamy ID
Wady:
,kolanko” moze nie istniec
Duza ztozonos¢ obliczeniowa
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o MDS (cd.)

o Curvilinear Component Analysis (CCA)
Oparty na SOM ANN

2 etapy dziatania:

Kwantowanie wektorowe zbioru danych -> wylonienie
reprezentantow (przy pomocy SOM)

Nieliniowe rzutowanie reprezentantow na przestrzen o nizszej
liczbie wymiarow (technika analogiczna do innych algorytmow
MDS)

Zalety:

Kwantowanie utatwia zbieznos¢ (eliminacja szumu), zmniejsza
naktad obliczeniowy

Wady:
Problem z doborem parametréw, problemy z silnie zwinietymi
roynaltOSCIaml Wiasnosci danych o duzej ilosci wymiarow -

Mateusz Kobos



MDS (cd.) - CCA - przyktady

INPUT CCA NILM

o Rzutowanie wykonane za pomocg

CCA
o W kolumnie NLM — Sammon’s

mapping

31 Wiasnosci danych o duzej ilosci wymiarow -
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Box Dimension

o Dzielimy przestrzen na hiperszescianiki o boku r
o N(r) z tych szescianikdw zawiera co najmniej 1 punkt
o N(r) obliczamy dla kolejnych wartosci r
o Szukany wymiar to: D.=lim- log N(r)
0
-0 logr
51 log(N)
at / o Wady:
1| slope =1 . . ,
. Duza ztozonosc¢
1. obliczeniowa dla duze;
N liczby punktow i wymiarow
0 1 2 3 4 log(lit)
\ H |
\ Il
) / “ :
~ ~ — 1 ]
\ N\ s
N \'\ Rysunek z [11]




e Correlation dimension

o Dzielimy przestrzen na hiperszescianiki o boku r
o Obliczamy (dla kolejnych r): S(r) = Z:(pi)2

Gdzie p;, — procent punktow, ktére wpadty do i-tego
hiperszescianiku

o Szukany wymiar to:
N I
D, =1lim 0gS(r)
-0 |ogr
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Zalety 1 wady metod
fraktalnych:

o Zalety [9]:

Pokazano, ze wydajnosc przeszukiwania przestrzeni (k-NN) zalezy
od wymiaru fraktalnego a nie nominalnego
Pokazano tam pare rzeczywistych zbiorow danych, ktore:
majg duzg (nominalng) liczbe wymiarow
majg wiasnos¢ samopodobienstwa
majg niski wymiar fraktalny
podajg uzasadnienie teoretyczne i praktyczne, ze tego typu zbiory
danych sg uodpornione na klgtwe wymiarowosci
o Wady [3]:
zostato udowodnione, ze by doktadnie okresli¢ wymiarowosc¢ d-
wymiarowego zbioru, potrzeba conajmniej 1092 punktéw

(mozna temu prébowac zaradzié¢ zwiekszajac liczbe punktow metodg
surrogate data)

35 Wiasnosci danych o duzej ilosci wymiarow -
Mateusz Kobos



Wykorzystanie ID

o feature extractors - na przyktad

ustalamy ile jest neuronow w warstwie
ukrytej w MLP ANN

o do charakteryzacji ludzkich twarzy,
wymiar fraktalny obrazka moze stuzyc
do jego klasyfikacj

o w szeregach czasowych - do

ustalania rzedu modelu (na podstawie
tw. Teken’a)

36 Wiasnosci danych o duzej ilosci wymiarow -
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@ Twierdzenie Teken'a

o Jesli: g=ID regresorow (regressors)

Szereg
xtty CZaSOWwy:

L L
a0 20 0o
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o Wtedy:

liczba regresorow
wystarczajgca do
przewidzenia szeregu jest
W przedziale [q, 20-1]

Regresory z przestrzeni
20-1- wymiarowe] mogg
byC zrzutowane bez
utraty informacji do
przestrzeni g-wymiarowe|
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Podsumowanie metod
szacowania |ID

O ha topie sg sg metody fraktalne |
zastosowanie ANN, rzutowanie
nieliniowe

o nadal nie ma algorytmow, ktore by

szacowaty ID dla duzego wymiaru |
mate] liczby danych
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Spis tresci

o Wprowadzenie

o Nieintuicyjne wtasnosci
Objetosc¢ kuli
Rozktad normalny
Jadra Gaussowskie
Punkt najdalszy/punkt najblizszy
Dziwne zachowanie metryki L,

o Klatwy i btogostawienstwa
,Klgtwa” wymiarowosci
Zjawisko pustej przestrzeni
,Btogostawienstwa” wymiarowosci

o Szacowanie wymiaru wewnetrznego
Klasyczne: PCA

Metody aposteriori — nieliniowe rzutowanie:
nieliniowe PCA
MDS (m.in. CCA)

Wymiary fraktalne
o Zastosowanie
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® Success story [11]

o Predykcja wskazan indeksu gietdowego BEL20
o Wejscie: 42 wskazniki finansowe
o Przebieg eksperymentu:

Zastosowanie PCA — przy zachowaniu 95% wariancji
redukcja do 25 wymiarow

Szacowanie ID za pomocg metody Grosberg’a-Procaccia
(ID=9)

Uzycie CCA do zrzutowania danych do przestrzeni 9-D

Uzycie sieci radialnych (RBFN) do przewidywania zwrotu
Z nastepnego dnia

o Wynik: 57% poprawnego przewidywania czy indeks

wzrosnie czy zmaleje
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