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Cel pracy

e Badanie stabych spojnikow logiki wielowartosciowe;
e Metody generowania nowych spojnikow

e Kompletowanie zestawoéw spojnikéw logicznych,
dla ktorych spetnione sa odpowiedniki okreslonych praw
rachunku zdan

e Badanie zaleznosci wzorowanych na prawach rachunku zdan



Uwagi historyczne

e J. Lukasiewicz 1920, 1923 - logika wielowartosciowa

e B. Schweizer, A. Sklar 1960 - normy, konormy tréjkatne,
czyli potgrupy uporzadkowane w [0,1] z elementem
neutralnym na koncu przedzialu

e .. Zadeh 1965 - zbiory rozmyte, relacje rozmyte

e R. Bellman, M. Giertz 1973 - charakteryzacja minimum
1 maksimum w rodzinie stabych spojnikow
wielowartosciowych postaci C, D : [0, 1]* — [0, 1]

e J. Fodor, M. Roubens 1994 - rodziny sp6jnikow
wielowartosciowych opartych na normach trojkatnych



Pierwsze spdjniki logiki wielowartosciowej:

C =min, D = max

C(z,y) =max(z +y—1,0), D(x,y) =min(x+y,1)
Clz,y) ==y, D(z,y)=z+y—ay

Iix(z,y) =min(l —z +y,1)
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Postulaty dla uogélnionych spé6jnikéw logicznych:
e uogolnienie klasycznych spojnikow logicznych powinno zachowywaé
odpowiednie tabelki zero-jedynkowe,

e na wzoér monotonicznosci w tabelkach spéjnikow logicznych postuluje sie
monotonicznos¢ wzgledem odpowiednich zmiennych,

e aksjomaty typu algebraicznego takie jak: tacznosé, przemiennosé,
idempotentnos¢, element neutralny czy zerowy,

e zaleznosci miedzy kilkoma dziataniami takimi jak: prawa de Morgana,
pochtanianie, rozdzielno$¢, prawo kontrapozycji,

e zalozenia o regularnosci takie jak cigglos¢, wypuktosé, warunek Lipschitza lub
przynalezno$¢ do odpowiedniej klasy funkcji elementarnych.



Rodzaje spojnikéw

Definicja 1 (Fodor, Roubens 1994). Funkcje N: [0,1] — [0, 1] nazywamy
negacja rozmyta (fuzzy negation), gdy jest malejaca i spetnia warunki

N(0) =1, N(1) = 0. Negacje N nazywamy Scista (strict negation), gdy jest bijekcja
oraz silna (strong negation), gdy jest inwolucja.

Whiosek 1. Negacje Sciste i negacje silne sg ciggle, a kazda silna negacja rozmyta
jest $cista.

Przyktad 1. Negacja standardowa (Lukasiewicza) Ng(x) =1 —z dla x € [0, 1] jest
silna, a negacja postaci N(z) = 1 — z? dla x € [0, 1] jest &cista.
Najmniejsza i najwieksza negacja wyrazaja sie wzorami:

1, gdy z=0 1 gdy <1
NO(m){O, gdy >0 Nl(x){(), gdy z=1

Sugeno (1977) rozwazal jednoparametrowa rodzine negacji silnych, ktore sa
funkcjami wymiernymi
1—2

N (z) = WL 0,1], A € (=1, 00).




Twierdzenie 1 (Alsina, Trillas 1983). Kazda negacja silna jest porzgdkowo izo-
morficzna z negacjq standardowq, czyli istnieje bijekcja rosngca ¢ : [0,1] — [0, 1]
taka, ze N(x) = ¢~ (1 — ¢(x)), z € [0, 1].

Definicja 2 (Baczynski, Jayaram 2008). Negacje rozmyta N nazywamy:
e nieznikajaca (non-vanishing negation), gdy N(z) =0 < z =1,
e niewypetniajaca (non-filling negation), gdy N(z) =1< x = 0.

Przyktad 2. Kazda Scista (silna) negacja rozmyta jest nieznikajaca i niewypelnia-
jaca. Najmniejsza negacja rozmyta jest nieznikajaca, najwieksza - niewypelniajaca.

Twierdzenie 2 (Baczynski, Jayaram 2008). Rodzina wszystkich negacji
rozmytych jest zupelng, nieskoriczenie rozdzielng kratq. Rodzina Scistych (silnych)
negacyi jest kratg rozdzielng.



Definicja 3 (Baczynski, Jayaram 2008). Dzialanie C : [0, 1]> — [0, 1] nazywamy
koniunkcja rozmyta (fuzzy conjunction), gdy jest rosnace ze wzgledu na kazda ze
zmiennych oraz

C(1,1) =1, C€(0,0)=C(0,1) = C(1,0) = 0.

Dziatanie D : [0,1]* — [0,1] nazywamy alternatywa rozmyta (fuzzy disjunction),
gdy jest rosnace ze wzgledu na kazda ze zmiennych oraz

D(0,0) =0, D(0,1)=D(1,0)=D(1,1) = 1.

Przyktad 3. Ponizsze wzory okreslaja najczesciej stosowane koniunkcje
i alternatywy rozmyte:

TM(xay) = min(x,y), SM(xay) = max(m,y),
Tp(z,y) = zy, Sp(z,y) =z +y—wy,
TL(xvy) :max(:c—i—y— 17())7 SL(x7y> :min(x+y71)7
x, dlay=1 x, dlay=0
Tp(z,y) =4 vy, dlax=1 |, Sp(z,y) =< vy, dlax=0,
0 poza tym 1 poza tym

gdzie z,y € [0,1].



Definicja 4. Koniunkcje rozmyta C : [0,1]*> — [0, 1] nazywamy:

e polnorma trojkatna (t-seminorm, Cooman 1994), gdy jest dzialaniem z elementem
neutralnym 1,

e pseudonorma tréjkatna (pseudo-t-norm, Flondor i in. 2001), gdy jest dziataniem
tacznym z elementem neutralnym 1,

e norma trojkatna (t-norm, Schweizer, Sklar 1960), gdy jest dzialaniem
przemiennym i tacznym z elementem neutralnym 1.

Twierdzenie 3 (Klement i in. 2000). Norma trdjkgtna ciggla T spelnia warunek
T(z,x) <z, z € (0,1) wtedy 1 tylko wtedy, gdy istnieje taka bijekcja rosngca
¢ :[0,1] = [0,1], Ze T wyraza si¢ wzorem

T(x,y) = ¢~ (o(x)d(y)), x,y€(0,1]

lub
T($, y) = ¢’1(max(¢(:v) + ¢(y) -1, O))? T,y € [O’ 1]'

Twierdzenie 4. Zbior wszystkich koniunkcji rozmytych (pétnorm tréjkatnych) jest
wypukty 1 jest kratq.



Definicja 5. Alternatywe rozmyta C' : [0,1]*> — [0, 1] nazywamy:

e poétkonorma tréjkatna (t-semiconorm), gdy jest dziataniem z elementem
neutralnym 0,

e pseudokonorma trojkatna (pseudo-t-conorm), gdy jest dziatlaniem tacznym
z elementem neutralnym 0,

e konorma trojkatna (t-conorm, Schweizer, Sklar 1960), gdy jest dzialaniem
przemiennym i tacznym z elementem neutralnym 0.

Twierdzenie 5 (Klement i in. 2000). Konorma trdjkgtna ciggla S spelnia
warunek S(x;x) > x, x € (0,1) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka bijekcja rosngca
¢ :[0,1] — [0,1], Ze S wyraza si¢ wzorem

S(x,y) = ¢~ (d(x) + o(y) — d(x)d(y)), =,y € [0,1]

lub
S(x,y) = ¢~ (min(¢(x) + ¢(y), 1)), .y € [0,1].

Twierdzenie 6. Zbidr wszystkich alternatyw rozmytych (pétkonorm tréjkgtnych)
jest wypukty 1 jest kratq.



Definicja 6 (Baczynski, Jayaram 2008). Funkcje I: [0,1]*> — [0, 1] nazywamy
implikacja rozmyta (fuzzy implication), gdy jest malejaca ze wzgledu na pierwsza
zmienng, rosnaca ze wzgledu na drugg zmienng oraz spetnione sg warunki

1(0,0) = 1(0,1) = I(1,1) =1, I(1,0) = 0.

Moéwimy, ze implikacja rozmyta I spetnia prawo:

e neutralnosci (neutral property), gdy I(1,y) =y, y € [0, 1],
e komutacji (exchange principle), gdy I((z, I(y,2)) = I(y, I(x, 2)), z,y,z € [0,1],
e identycznosci (identity principle), gdy I(z,z) =1, x € [0,1],

e porzadku (ordering property), gdy I(z,y) =1 <z <y, z,y € [0,1],

e kontrapozycji (contraposition property), gdy I(x,y) = I(N(y), N(x)), =,y € [0, 1].

Twierdzenie 7 (Baczynski, Jayaram 2008). Rodzina wszystkich implikacji
rozmytych jest kratq zupeing, nieskonczenie rozdzielng. Sq to takie wypukie zbiory
funkcyi.

Twierdzenie 8 (Baczynski, Jayaram 2008). Zbior wszystkich implikacji
rozmytych spetniajgcych prawo kontrapozycji (prawo identycznosci, neutralnosei,
porzadku) jest kratq. Jest to takze wypukly zbidr funkcji.



Generowanie implikacji przy pomocy koniunkcji, alternatywy i negacji
Twierdzenie 9 (Baczynski, Jayaram 2008). Niech N bedzie negacjg rozmytq,
C koniunkcjg rozmytq, a D alternatywq rozmytq.

e Funkcja postaci

I(z,y) = D(N(z),y), =,y€l0,1]
jest implikacjg rozmytq. Ponadto, jezeli D jest konormag tréjkgtng, to I spetnia prawa
neutralnosci 1 komutacyi.

o Jezeli C jest dodatkowo lewostronnie cigglq normag trojkgtng, to funkcja okreslona
wzorem

I(z,y) = max{t € [0,1] : C(x,?) <y}, x,y€l0,1]

jest implikacjqg rozmytg. Ponadto I speinia prawa neutralnosci, komutacji, porzqdku
oraz identycznosci.

e Jezeli funkcja postaci
I(z,y) = D(N(z),C(z,y)), =,y€l0,1]

jest malejgea ze wzgledu na pierwszq zmienng, to jest implikacjg rozmytg. Ponadto
I spetnia prawo neutralnosci.

Definicja 7. Implikacje z powyzszego twierdzenia nazywamy odpowiednio:
(D, N)-implikacja, implikacja rezydualna (R-implikacja), Q) L-implikacja.



Przyklad 4. Ponizsze wzory okreslaja najczedciej stosowane implikacje rozmyte:

. 1, gdyx<y
ILK(:E7y) = mln(l - + ya ]-)7 ]GG’(SE,y) = y )
2, gdyx >y
I, gdyx<y I, gdyx<y
[GD(Z',ZJ) = R ) IRS('T7y) = h )
Yy, gdyx>y 0, gdyx>y
1, gdyrzr=0iy=0
Irc(x,y) =1— 2+ 2y, Ivg(x,y) = ,
rel®,y) Y ve(®:y) y®, gdyx >0 luby >0
1, gdy x <y
IDN(%Z/) = max(l - l’,y)a fFD(»’U;y) = S
max(l —z,y), gdyx >y

Przyktad 5. Dla negacji standardowej mamy nastepujace (D, N)-implikacje:
IDN(D = SM), ]RC(D = Sp), ]LK(D = SL) R—lmphkaCJe to: IGD(C = TM),
Ioq(C =Tp), I (C = Trk). Implikacje Ipy, Irc 1 Ik sa takze @ L-implikacjami.

| Prawo \ Implikacja | Ik | Irc | Ipn | Iep | Iac | Irs | Ivc | Irp |

neutralnosci - + + + + — i +
komutacji + + + 4 ¥+ - ¥ +
identycznosci + | + — -1 +1 + N
porzadku + + — — 4 ¥+ - I
kontrapozycji - - + — — 1 + — +




Przyktad 6. Implikacje Igp, Irc, Ipn 1 Igq spetniaja prawa komutacji, ale infimum
Igp i Irc

?

l—xz+4+2y, =<
I('I?y) = (IGD/\IRC>('T,y> :{ Y Y T,y € [07 1]
Y, x>y

nie spetnia tego prawa. Dla x = i, Y= %, z = % otrzymujemy

11 7 29 37
I(x, 1 =]~ -] == =I(-,-)=1(y, I )
@102 =1(35) =5 <5 =1 (15) = 10 1@:2)
Podobnie supremum Ipy i Iga
1, T <
[<1:7y) = (IDN V IGG)(-T,y) = y7 T,y € [07 1}
max(¥,1—x), >y

nie spetnia prawa komutacji. Dla x = %, Y

%, z = 0 otrzymujemy

I (2 ;) — I(y, I(z,2)).

11 1 2
I(x, 1 =l({=-,-]|==<=
(z, 1(y,2)) (2, 4> 5 < 3



Kompletowanie spdjnikéw

e Generowanie negacji przez koniunkcje, alternatywy lub implikacje:
Ne(z) =sup{y € [0,1] : C(x,y) = 0}, Np(x) = inf{y € [0,1] : D(z,y) = 1},
Ni(z,y) = I(x,0), x € [0,1].

e Generowanie koniunkcji przez negacje, alternatywy lub implikacje:
Ciw,y) = inf{t € [0,1] : I(z,8) > y}, Cp(z,y) = N(D(N(2), N(»)),
CI,N(Iv y) - N(I(l’, N(y)))v T,y € [07 1]

e Generowanie alternatywy przez negacje, koniunkcje lub implikacje:
D[(.Z', y) = [([([L’, y)7 y)? DI,N(xa ?J) = [(N(Q?), y)7
Den(x,y) = N(C(N(x),N(y))), z,y € [0, 1].

e Generowanie implikacji przez negacje, koniunkcje lub alternatywy:
Io(z,y) = sup{t € [0,1] : C(z,?) <y}, lon(z,y) = N(C(z, N(y))),
Ipn(z,y) = D(N(x),y), x,y € [0,1].

W taki sposéb powstaty takie znane systemy logiki wielowartosciowej jak
YLukasiewicza (C = TLK,D = TLK,I = ILKaN = N[), Godla (C = TM7D = SM,
I = Igp, N = Nj) czy iloczynowa (C' = Tp, D = Sp, I = Igg, N = Ny).



Generowanie rodzin spéjnikow

Twierdzenie 10 (Baczynski, Jayaram 2008). Niech ¢ : [0,1] — [0,1] bedzie
bijekcjq rosngcq oraz N : [0,1] — [0, 1] bedzie (Scislq, silng) negacjg rozmytq.
Wowczas funkcja

Ny(x) = ¢~ (N(p(2))), 2,y € [0,1]
jest (Scistq, silng) negacjg rozmytq.
Twierdzenie 11 (Klement i in. 2000). Niech F : [0,1]*> — [0,1], ¢ : [0,1] — [0, 1]
bedzie bijekcjg rosngceq oraz

Fo(z,y) = ¢ ' (Flp(x), o(y))), z,y €[0,1].

Jezeli F' jest koniunkcjg rozmyta, pélnorma, pseudonormaq, normq trojkatng,
alternatywq rozmytq, pétkonorma, pseudokonormgq, konormg tréjkqtng, to F, jest
odpowiednio koniunkcjg rozmytq, seminorma, normg trojkatng, alternatywq
rozmytq, semikonormaq, konormg trojkgtng.

Twierdzenie 12 (Baczynski, Jayaram 2008). Niech ¢ : [0,1] — [0,1] bedzie
bijekcjq rosngeq oraz I : [0,1]2 — [0, 1] bedzie implikacjg rozmytq. Wéwczas funkcja

I(z) = ¢ " (I(p(x), 0(y))), x,y € [0,1]

jest implikacjg rozmytq.



Twierdzenie 13. Kazda Srednia negacji rozmytych jest negacjg rozmytq.

Jezeli srednia M jest silnie rosngca wzgledem obu zmiennych, a Ny i No sq
negacjamsi nieznikajgcymi (niewypelniajgcymi), to M(Ny, No) jest negacjq
nieznikajgcg (niewypelniajocq).

Jezeli Srednia M jest ciggla 1 silnie rosngca wzgledem obu zmiennych, a N1 i Ny sq
negacjami Scistymi, to M (N1, Ny) jest negacjq Scistq.

Przyktad 7. Srednia arytmetyczna nie zachowuje silnych negacji. Rozwazmy
negacje

1-5,  0<z<3 1-22, 0<z<y
Nifm) =4 % TS @)=, ST weol.
Dla éredniej arytmetycznej otrzymujemy
1- 2z 0<z<i
Ni(z) + No(z) L ;
M(I): 2 = 347 %<x<%7 IE[O71]7
2(1—-2), 2<2<1

gdzie N(3) = 2, N(2) = 5 > 3, co oznacza, ze negacja N nie jest inwolucja.



Twierdzenie 14. Kazda srednia koniunkcji rozmytych jest koniunkcjg rozmytq
(pétnorma tréjkatng, alternatywq rozmytq, pétkonormq tréjkgtng).

Twierdzenie 15. Kazda $rednia implikacji rozmytych (implikacji rozmytych
spetniajacych prawo kontrapozycji, identycznosci, neutralnosci lub porzqdku) jest
implikacjg rozmytq (implikacjg rozmytq spelniajgce prawo kontrapozycji, identycz-
nosci, neutralnosci lub porzqdku).
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