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Plan prezentac)i

Wstep — logika klasyczna
4. Niepewnos¢ w logice

Teoria logiki rozmytej

g, \Varianty LFS, IFS oraz IVFS
& » Logika rozmyta typu 2
EBRE. 7astosowania

i g

st s By Podsumowanie




Logika klasyczna

Logika dwuwartosciowa: {0,1}
PRAWDA |ub FALSZ

:,:. - Zasada wytgczonego $rodka — dla
i2® dowolnego zdania p zachodzi:

pv_lp:].
PA—P=0




Logika klasyczna

» Operatory logiczne:
£l (0,11 {0,1)

S . Na przykiad:

R |k O|0O |0
RO, |O|Q

Rlo|r ||

diagramy Venna, mapy Karnaugha



Krytyka logiki klasyczne]

* Nie zawsze fatwo odpowiedzieC czy zdanie
#1 |est prawdziwe:
“Olsztyn to duze miasto”

“Apple to dobra firma”

S - Brak modelowania informacji niepewne;

€ » Krytyka zasady wytgczonego srodka

e — konieczna do zbudowania aparatu

matematycznego, lecz prawdziwa tylko dla

precyzyjnie zdefiniowanych symboli, a w praktyce
wszystkie symbole sg nieprecyzyjne (B. Russel)




Paradoks Bitwy Morskie]

8% « There will be a sea-battle tomorrow
88 « There will not be a sea-battle tomorrow

g "It is necessary for there to be or not to be
P8 a sea-battle tomorrow; but it is not

SR necessary for a sea-battle to take place
&% -4 tomorrow, nor for one not to take place.*

S A\ rystoteles




Paradoks stosu

. Zalozenie 1: Widzac ok. 200 000 ziarenek piasku,
@1 powiemy ze tworzg stos piasku.

 Zatozenie 2: Kopiec bez jednego ziarenka nadal
% jest stosem.

Powtarzamy procedure 200 000 razy...
S 8+ Nie ma stosu
S« Kiedy przestat nim byé?

[prawdopodobnie: Eubulides z Miletu lub Zenon z Elel]



Rodzaje niepewnosci

4% « Niepewnos¢ stochastyczna:
Np. rzut kostkg, ryzyko ubezpieczenia

B - Niepewno$é pomiarowa
i B Np. okoto 3cm, 20 stopni

bi% © Niepewnosc¢ informacyjna
% Np. wiarygodny kredytobiorca, spetniajgcy warunki

'.:..=.°j - Niepewnosé lingwistyczna

o ot i Np. szybki samochdd, wysoki mezczyzna
R Zrédto: W.Duch



Logika rozmyta

@ « Przykfad logiki wielowartosciowej
e — ktora dopuszcza wiecej niz 2 wartosci logiczne

* Tworca: Loftli Zadeh
80 « Zbiory rozmyte (1965)




rozmyte (Fuzzy Sets)

A = {(x, pa()):x € X)
.: ;,'7 -4 Funkcja (charakterystyczna) przynaleznosci:
R nga: X - [0,1]

OREE « \\\artoS¢é logiczna = stopien przynaleznosci do
58 zbioru (fuzzy sets)
1 .;}':",” * W klasycznej logice stopien przynaleznosci to
O lub 1 (crisp sets)




rozmyte (Fuzzy Sets)

« Stworzone z myslg o reprezentacji informacji
#1 niepewnej, subiektywnej lub przyblizone;.

o  Podobne narzedzie do rachunku
@& prawdopodobienstwa, lecz inna interpretacja

f¥ . | ogika rozmyta uogdinia klasyczng logike.
e 1, x €A
g (x) = {0 x & A




Zbiory rozmyte (Fuzzy Sets)

M
}J,
niski Sredni wvsoki
1.0 y
0.0 >
160 175

wzrost [cm)]




rozmyte (Fuzzy Sets)

Ponad 2000 publikacji w latach 1965-2000
9 840 000 wynikow w google “fuzzy logic”
3146 wynikow w DBLP “fuzzy logic”

Dedykowane konferencje i czasopisma np. IEEE Journal of
Fuzzy Systems, Fuzz|EEE Conference

Specjalne oprogramowanie np. Matlab Fuzzy Toolbox,
MathWorks Fuzzy Inference System

Gtéwne nurty badan:

4 ®
L LB
00 00 ®

Postaci funkcji przynaleznosci
Relacje rozmyte
Zastosowania
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L-Fuzzy Sets

;8 - 1967, Goguen
;.'1=§§ « Elementy kraty zupetne]

d Czesciowy porzgdek — relacja binarna:
o Zwrotna

: * Przechodnia

' « Antysymetryczna

gaEbeR Zbior L czesciowo uporzadkowany — zbior z relacjg cz.
U Up. na swoich elementach (L,<)




L-Fuzzy Sets

U | ata zupetna:
BRI Zbior cz.-up., w ktorym dla kazdego podzbioru L' € L
i istniejg kresy dolny i gory: Vg, L # @ = (FinfoiATsuprr)

’ .:.°,‘.f Zbior L-rozmyty:
ERSS Niech (L, =) — krata zupetna. Zbior L-rozmyty A:

A {(x,pa(x)): x € X}
Bt gdzie py: X = L — funkcja przynaleznosci A.
B Przyktad: przedziat [0,1] i relacja <.




L-Fuzzy Sets

::-:; Nosnik (support):
e S, = {x € X| pa(x) > 0}
il Jadro (kernel):

Kqa ={x € X|us(x) =1}
S Wysokosc (height):

Hy = sup p,(x)

200 oo ° XEX

e o —odciecie (a — cut)

Ay ={x € X| ug(x) = a}
S Zbior jest normalny, jesli:

(x)
HA — 1' :uAN (X) — HZAx




L-Fuzzy Sets

5 Suma, iloczyn oraz dopetnienie zbiorow L-rozmytych
8 sa rowniez zbiorami L-rozmytymi.

SRR A B 2 10 (0) = influy (), pp(0))
:':::.:.':'.ﬁ AUB = pyup(x) = sup{ua(x), up(x)}

" pe(x) = Npy(x)
fock '@ Dla zbiorow z (inf = min, sup = max):
A" = pe(x) =1— py(x)
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|-Fuzzy Sets

Intuitionistic Fuzzy Sets
Intuicjonistyczne zbiory rozmyte
Zbiory rozmyte Atanassova

MRS (mimo takiej nazwy - maty zwigzek z intuicjg)

i Dodanie funkcji nieprzynaleznosci:

AE{(x,us(x),v4(x)):x € X}
Gadzie:
ta(x): X - [0,1] — funkcja przynaleznosci

X B v, (x): X — [0,1] — funkcja nieprzynalezno$ci

\/O < uga(x) +va(x) <1

xeX



T A
X
0,0,1 v
L)
x").
1z
— Hx") >
// 1,00 H
ux)
Vg
e 0,1,0 x_)<:u(x')’ ux"), (x") >
12
> .y
X [Zrodio:

A.Niewiadomski, Politechnika t.6dzka]



|-Fuzzy Sets

Wprowadzaja dodatkowy stopiern swobody. Wiasciwy
s np. do modelowania ludzkiego niezdecydowania w
H grupowym podejmowaniu decyzji [J.Kacprzyk].

Sprowadzajg sie do klasycznych zbiorow rozmytych, gdy:

A= {(x».UA(x)» 1-— .UA(X)):x € X}

Szczegoblnie warto stosowag, gdy:

» Istnieje jawna wieloznacznosc interpretacji w modelu (nie tylko
nieprecyzyjnos¢ lingwistyczna). Np. pochodzenie sladow na miejscu
zbrodni.

8 * Istnieje element wahania np. wstrzymywanie sie od gtosu w gtosowaniach



I-Fuzzy Sets

=i OMEH Zawieranie i rownosé:
ER A C B < {Viex(ua(x) < pp(x) Aug(x) 2 vp(x))}
W% A=Bo AcCBABCA

43 # Operator ,box” (konieczno$é):
R 4 = (0o () x € X)

: % Operator ,diamond” (mozliwos¢):
i 0A L {{x,1—v(x)):x€ X}

.:. S8EE Operatory znane z logik modalnych.
MM (| A oraz ¢ A sg zbiorami rozmytymi.




I-Fuzzy Sets

5088 Moc konieczna i mozliwa:
© Bh ' ;° cardpec(A) = card(l) A)=xex ta(x)
i cardyyos(A) = card(0 A)=Eyex(1 - va(x))

Entropia:
E(A)= Xxex ma(x)

P58 Suma i iloczyn (przyktadowa, kanoniczna):
SR A N B (x, min{u, (%), up(0)}, max{u,(x), v (x)})
. AU B = (x, max{p(x), up(x)}, minfv,(x), vp(x)})
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IV Fuzzy Sets

OB . |nterval-valued fuzzy sets
ENI - Przedziatowe zbiory rozmyte

JE8E - Zaproponowane niezaleznie:
SRR Zadeh, Grattan-Guiness, Jahn, Sambuc

Dwie funkcje przynaleznosci:
0 - dolna i gorna

::: Stopien przynaleznosci nie jest liczba, a przedziatem
AR W [0,1].




IV Fuzzy Sets

A= {(x,pa 00, 1a(@)) :x € X} # (A7)

sredni

>

160 175 wzrost [cmi]




IV Fuzzy Sets

M Zaproponowane jako nowe narzedzie
b — bez konkretnej motywacji w oryginalnych pracach

SR \\/ przeciwienstwie do IFS nie ma wymogu zalezno$ci:
a8 przynaleznosc-nieprzynaleznosc

g 8 IFS mozna stosowac na przyktad, gdy informacja
LW niepewna wynika z dwodch, niezaleznych kryteridw.

 Adam Smith jest w 0.5 Polakiem (po ojcu)

@ -+ Adam Smith nie jest w 0.95 Polakiem (prawie nie méwi po
B polsku)




Arytymetyka przedziatow

Niech a = [g, a], b = [b, b] - przedziaty w R, r r € R,

aal+[bb]l=[a+ba+h
a,a]l—[bb]=[a-ba-b
a,@] « [b, b] = [min{ab, ab, ab, ab}, max{ab, ab, ab, ab}]
_ 1 11 —
0.a):[65] = [aa] «|7.| b+ 0

laa] +[a",a"|=aq,a=0

:::: g [Moore, Lodwick],[Sengupta, Pal, Chakraborty]



Relacje dla IVFES

ANB = pynp (x) A HanB (x)
= min{ys (), s () A minE, (1), iy ()

AUB = i, o (x) A, 5 (X)
= max {1, (), s ()} A max{fr, (x), i, (0}

A€ & {(x, 1—p,(x),1- EA(X)>1X € X}
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Popularne funkcje przynaleznosci

e * Funkcja trojkatna

"EEEE . Funkcja trapezoidalna

. Funkcja kapeluszowa

« Parabola

 Funkcja Gaussa

* Funkcje opisujace gestosc¢ prawdopodobienstwa
« S-funkcje

« P-funkcje

- Kawatkami powyzsze

 Heurystyki

 Funkcje dobierane adaptacyjne (np. ewolucyjnie)




Popularne funkcje przynaleznosci

Membership Function Examples

' Sigmoid
Gaussian
, . — 202 ) _ 1

Loni %:%5€ e fry Xae T ———

1"e

Triangular . S Trapezoidal

: _ oo Lo sema) o I fx—a d—x] |

f xa.b.ec = maxl min .—|.0 | f xa.b.c.d =max| min A, —1.0

i “b=a ¢Tb/S % b~ a d=c: !

Zrodto: Rafi Steinberg



Zachowanie podstawowych
W*asnOéCi [Zrédto: G. J. Klir, B. Yuan]

TABLE 1.1 FUNDAMENTAL PROPERTIES

OF CRISP SET OPERATIONS
Involution A=A
Commutativity AUB=BUA
ANB=BNA
Associativity AUB)UC=AUBUC)
(ANB)NC=ANBNC)
Distributivity ANBUCO)=ANBIUAND)
AUBNCO)=(AUBINAUCQC)
Idempotence AUA=A
ANA=A
Absorption AUANB)=A
AN(AUB)=A
Absorption by X and & AUuX =X
AN =2
Identity AU =A
ANX=A
Law of contradiction ANA=¢g
Law of excluded middle AUA=X
De Morgan’s laws ANB=AUB
AUB=ANB
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Logika rozmyta typu 2

L« Typ 1: rozmyta zmienna logiczna

« Typ 1: funkcja przynaleznosci modeluje niepewnosc
zmiennej logicznej, ale nie modeluje réznych typow
niepewnosci

« Typ 1: z natury opisu niepewnosc¢ zwykle uzalezniona
jest od jednego parametru — np. wysoki mezczyzna




Logika rozmyta typu 2

gt Typ 2
B4 rozmycie zmiennej logicznej + rozmycie funkcji
przynaleznosci

Przyktad interpretacji:
ciekawy film

- Nie wiemy jak ciekawy
- Nie wiemy co doktadnie oznacza ‘ciekawy’




Logika rozmyta typu 2

: # Informacja niepewna + miara niepewnosci =
i Informacja uzyteczna




Logika rozmyta typu 2

@ Typ 1:
4 A={(x,us(x)):x € X} na:X — [0,1]

S Ty 2.
A= {(x,uz(x)): x € X} na: X = F([0,1])

S8 Funkcia 1 przypisuje elementom X zbiory rozmyte w
-E# przedziale [0,1].



Logika rozmyta typu 2

L Zbiory rozmyte typu 2 mozna réwniez zdefiniowac:

5os DA x(uw) ~ wx (x,u)
: = {(x, quun):x € X} lub A= fxEXfu 4

oneeyelt: . u €Jx (x,u)
Z°Z;:.I.-.. 8/ S [0,1]

i & Zbiory rozmyte typu 2 majg postac tréojwymiarowa - osie:
S xou (W)

PR (|  oznacza sumowanie w odpowiedniej algebrze po

#R\vszystkich dopuszczonych x i u. Dla dyskretnych
S dziedzin | zamienia sig na X



Logika rozmyta typu 2

#4 Pewna analogia:
(zwykty, centralny) zmienej losowej rzedu 1 lub 2
drugi moment opisuje dodatkowo pierwszy

: Zbiory rozmyte typu 2 zawierajg L-FS, IFS oraz IVFS jako
s sszczegolne przypadki.

e Matematycy moga teraz zdefiniowac logike rozmytg typu
ERSEIN, ktora nie doczekafa sie zadnego praktycznego
K 7 astosowania dla N > 2.



Wizualizacja 1/3

________________________________________________________________________________________ A
...................................................................................... 1 =
_____________________________________________________________________________________ | L L
04 .......................................................................................
0.6 | 0.
0.5 =0.71
-
T X
8 10




Wizualizacja 2/3

[Zrédto: Dr Simon Coupland]



[Wizualizacja w Matlab Fuzzy ToolboX,
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Zbiory rozmyte typu 2

FOU — footprint of uncertainty

{{x,u): xeX,u € J,, u,(u) > 0}




Zbiory rozmyte typu 2

Footprint of
Uncertainty+

Type-1 Interval Type-2 General Type-2

(a)

p [http://www.my-smc.org/news/back/2009 06/images/hagras_photol.gif]



Logika rozmyta typu 2

L Suma
- Operator JOIN
S - Nazwa zainspirowana jezykiem angielskim
it * Potgczenie dwoch cech
. — Obie cechy mozna odnalez¢ w jednym obiekcie

AU B = pgyz00)=pz00) U pg(x)
fue]x fwelx(”A (WUug w))

uvw

BE® 5




Logika rozmyta typu 2

A .5§ lloczyn
 Operator MEET
 Nazwa zainspirowana jezykiem angielskim
« Spotkanie sie dwoch cech
‘ — Znalezienie punktow wspolnych, w ktorych cechy sie
‘'spotykajg’

N
D)
o)
I

Hang (0)=uz(x) M pg(x)
qu]x fWEIx(ﬂA (u)nﬂB (W))

unNw




Logika rozmyta typu 2

,5§'Hoczyn
W 4N B = p0p(0)=1(x) M pp(x)
fer, (a @WNig W)

unw

. . .
@ AnB ="K

Dopetnienie
 QOperator NOT

i Juey,, (W)

1—-u




Logika rozmyta typu 2

= Liczby kardynalne zbiorow rozmytych:
B 4] = Zeexsup{u € [y (u) = 13

¥ czyli:
.. : * przecinamy zbiér ptaszczyzng u, (u) =1
YRR :o.--; « znajdujemy supremum wewnetrznej funkcji rozmytej
* sumujemy po x (elementach, ktorym przydzielamy wartosc¢
logiczna)

s 4| = %erx(LMFA +UMFy) (dla IVT2FS)

B Liczba kardynalna z alfa-odcigciem:

: L1

|A|a = EZ(inf{u € Je:t,y(u) > a} +supf{u € J,: u,(u) > a})

xXeX




Logika rozmyta typu 2

f:’: '...:: Inne, przyktadowe pojecia:

WM - Potega zbioru rozmytego

« Miary podpobienstwa

f’:j * Wyrazenia kwantyfikowalne

— TGQ (Barwise, Cooper: 30 rodzajow kwantyfikatorow)
— Q x’o0w jest S1

X - — Q x’0w, ktore sg S2 jest ST

5f'f % ! - Wypukiosé

T-normy | S-normy




Logika rozmyta typu 2

S T-normy

. — Uogdlniaja iloczyn (przeciecie) zbiorow
il S-normy

i — Uogodlniaja sume (unie) zbiorow

. Elastycznos¢ w definiowaniu t-norm i s-norm (wystarczy
e zachowac podstawowe wtasnoséci) — zeby dopasowac operacje
" na zbiorach rozmytych do konkretnego zagadnienia.




Logika rozmyta typu 2

(98 T-normy
:10,11x[0,1] - [0,1]

e 1Ax=x

% - 0Ax =0

3 e xAy=yAx

e (xAy)Az=xA(yAz)

e xA(yAz)=(xAy)V(xAZz)
":;':.::':.- e x<wWAYy<z>=>(xAy)<(wAz)




Logika rozmyta typu 2

S S-normy
W — T-konormy
— Generalizacja sumy dla zbioréw rozmytych

V:[0,1]x[0,1] - [0, 1]

sy e 1Vx=1, O0Vx=x
%}}~-xVy=ny

W - vy Vz=2V (V2

:=.1..::;.> e xV(yVz)=xVyVxVz
:-::I°:'\ e xX<WAY<z=>@Vy <wV2




Logika rozmyta typu 2

| S-normy
M — sadualnedo t-norm

S Ay = T(xy)
R cVy=S(x7)

\/T(x,y) —1-SA-x1—1y)
Xy

T(x,y) < min(x,y) < max(x,y) < S(x,y)




Popularne t-normy

Norma minimum:;
T(A,B) = min(4, B)

Drastyczne minimum:
T(A, B) = {mm(A, B) ,max(4,B) = 1

0, w p.p.

Norma tukasiewicza:
T(A,B) = max(A+B—-1,0)

lloczyn algebraiczny:
T(A,B)=Ax*B



Popularne t-normy

lloczyn Einsteina:
T(A, B) =

AxB
2—|A+ B —A*B]

lloczyn Hamachera:
T(A, B) =

AxB

A+B—-—A+B
Norma Yagera z parametrem p:

T(A,B) = max(0,1 — /(1 — AP + (1 — B)P

Norma Aczél-Alsina z parametrem p:
T (4,B) = e (VNogAP+Tlog BIP)

O<p<o
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Zastosowania

Systemy ekspertowe z rozmytymi regutami
Sterowniki rozmyte

Systemy neuronowo-rozmyte (neuro-fuzzy)
Rozmyte algorytmy genetyczne

Przetwarzanie jezyka naturalnego
— Podsumowania baz danych

— Reprezentacja informacji lingwistyczne] & komputerowa analiza
tekstu

— Boty rozmawiajgce

— Automatyczne sprawdzanie testow jezykowych
— Ontologie

Przetwarzanie obrazow

Agregowanie | kompresja formut logicznych



Zastosowania

: « Systemy ekspertowe z rozmytymi regutami

4 — Medycyna, diagnozy medyczne (wspomagajgce lekarzy)

— Ekonomia, gietda

— Poszukiwania geologiczne

— Prognoza pogody

— Polityka

— E-Learning

— Przewidywanie i optymalizacja efektow grupowego
podejmowania decyzji

— linne...




Zastosowania

Oprogramowanie metra w Sendai, Japonia

Siemens — posiada dziat “fuzzy logic”

Silniki MAN 9000kW

System wentylacji | klimatyzacji HVAC

Ptytki PLC (Programmable Logic Controller) np. Moeller
Program MASSIVE 3D, uzyty m.in. przy produkcji Wtadcy
Pierscieni

W motoryzacji: ABS | automatyczne skrzynie biegow

IBS PAN © - jeden z wiodgcych tematdéw, wiele projektow

Windy, Odkurzacze, Kamery

Wiele zastosowan przemystowych — gtownie w
zakresie kontroli procesow



System rozmyty - schemat

fuzzy system

fuzzy sets

imowledge | fuzzy operators
base | fuzzv mles |

alg-nrithm

inferencing

real valued :
- operations

it

real 1'_a_l_ued

output

fuzzifier
y

deftuzzifier

[M.Brown — An introduction to fuzzy and neurofuzzy systems.]



System neuro-rozmyty -
schemat

layer 1
,-3(1 layer 2 layer 3 layer 4
B W, layer 5
: T SAE
i —_—
Ao : fy W fy
8
Ll
f w,.f
B, Wg=ﬁ2EEU ) ., : 212
y Wa =

Rulel: If mish; emd visBy than fi=1p 2+q,¥+1
Fule 2 If wish, eamd yEB, then L= p 2+ y+r

Bt [Rashid et. al. — from COMPEL: The International Journal for Computation
# and Mathematics in Electrical and Electronic Engineering




Sterownik Takagi-Sugeno

« Posiada baze regut. Postac k-tej reguty wyglada tak:
RM:IF (x1 jest 4; ) AND ... (xn jestd,,"®) THEN
y, = f¥)(x1, ..., xn), gdzie y, jest funkcjg wyjscia

Wyjscie systemu y =

min(p, oo (x1), ..., 1, 00(xn))

lub
n
1_[ Hy (o (X0)
\ i=1



Podsumowanie

1AL i tt  Logikarozmytai zbiory rozmyte uznawane sa za
% jedno z najwigkszych osiagnigé
matematyki/informatyki lat 1950-2000

Uniwersalne narzedzie
Szeroko stosowane przez naukowcow

w8 < Tylko narzedzie:
¢ | ‘not a panacea, good science is still the key”[S. Coupland]

SRS - Zbiory rozmyte typu 2 — wciaz stabo zbadane i
e wykorzystywane.
— problemem jest m.in. wysoka ztozonos¢ obliczeniowa




