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Wprowadzenie
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Czesc 1

Obliczanie trudnych catek
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Catkowanie numeryczne

J: g(x) dx

Pawet Keller (cz. 1) -p. 8/44



Catkowanie numeryczne

Pawet Keller (cz. 1) -p. 8/44



Catkowanie numeryczne

b b n
[oxax = | Ladx = 3 Augiu)

k=0

Pawet Keller (cz. 1) -p. 8/44



Catkowanie numeryczne

b b n
[oxax = | Ladx = 3 Augiu)
@ @ k=0

| | | | | | | | |
-1 -08 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Pawet Keller (cz. 1) -p. 8/44



Catkowanie numeryczne

b b n
[oxax = | Ladx = 3 Augiu)
@ @ k=0

| | | | | | | | |
-1 -08 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Pawet Keller (cz. 1) -p. 8/44
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Transf. Hilberta funkcji oscylujgcych

Problem: Wyznaczy¢ wartosc transformaty Hilberta (na przedziale

skohczonym) funkcji silnie oscylujacey:

1 .
S(f,w,T) == ]L1 f(xls[\(:)x) dx,

1
C(f,w,T) = J[_1 f(X)XCO_SEer) dx

0

(f —ciggta, —1 <1 <1).
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Transf. Hilberta funkcji oscylujgcych

Problem: Wyznaczy¢ wartosc transformaty Hilberta (na przedziale
skohczonym) funkcji silnie oscylujacey:

1 .
S(f, w,T) := ]L1 f(xls[\(:)x) dx,

5 (f—ciggla, —1 <1< 1).

X —T

1
C(f. w. ) ::J[ f(x) cos(wx) dx
—1

Zgodnie z definicja,

1 T—¢ 1
][ 90) 4y — i (J 90 4y +J o) dx>.
4 X—T e— 0t X —T

—1 e X T
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Transf. Hilberta funkcji oscylujgcych

Problem: Wyznaczy¢ wartosc transformaty Hilberta (na przedziale
skohczonym) funkcji silnie oscylujacey:

1 .
S(f, w,T) = ]L1 f(xls[\(:)x) dx,

5 (f—ciggla, —1 <1< 1).

1
C(f,w,T) := J[_1 f(X)XCO_SEFwX) dx

Zgodnie z definicja,

1 T—¢ 1
][ 90) 4y — i (J 90 4y +J o) dx>.
4 X—T e— 0t X —T

—1 e X T

Powyzsza caitka istnieje, gdy g spetnia warunek Hdldera:
E|p,q\V/x,y !g(x) T Q(U)’ < P’X _y’q_
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Transf. Hilberta funkcji oscylujgcych

e4x2 sin(11x) COS(4OOX) .

1
X—3

Wykres funkgcji
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Transf. Hilberta funkcji oscylujgcych

e4x2 sin(11x) COS(4OOX) .

1
X—3

Wykres funkgcji
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Transf. Hilberta funkcji oscylujgcych

Przyktadowa metoda obliczania powyzszej transformaty Hi lberta:
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Transf. Hilberta funkcji oscylujgcych

Przyktadowa metoda obliczania powyzszej transformaty Hi lberta:

Ze znanej rownosci

e™ = cos(x) + isin(x) (i=+v—-1)
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Transf. Hilberta funkcji oscylujgcych

Przyktadowa metoda obliczania powyzszej transformaty Hi lberta:

Ze znanej rownosci

e™ = cos(x) + isin(x) i=v-1)
widac, ze
S(f)w)T) — jH(f)w)T)) C(f)w)T) — %H(f)w)rt))

gdzie
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Transf. Hilberta funkcji oscylujgcych

H(f, w,T) = dx = ?

JC] f(x) etwx

X—T
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Transf. Hilberta funkcji oscylujgcych

1 iwx
H(f, w,T) = JL flx) e dx = ?
1 X—T

Niech K(x) = et“*(x — 1)~ .
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Transf. Hilberta funkcji oscylujgcych

1wx

1
H(f, w,T) = JL flx) e dx = ?
—1

X—T

Niech K(x) = e'“*(x —1)~'. Latwo sprawdzic, ze

(x —T)K'(x) + [T —iw(x — 1) K(x) = 0.
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Transf. Hilberta funkcji oscylujgcych

1 iwx
H(f, w,T) = ][ flx)e dx = ?
1 X—T

Niech K(x) = e'“*(x —1)~'. Latwo sprawdzic, ze
(x —T)K'(x) + [T —iw(x — 1) K(x) = 0.
Stad ... otrzymujemy:
[ F(x)]" = f(x) e (x— 1),
dla dowolnego rozwigzania F(x) rownania rézniczkowego

(x — 1) F'(x) + iw(x — 1) F(x) = f(x).
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Transf. Hilberta funkcji oscylujgcych

f = i, (lka , F= i, dka
k=0 k=0

(To(x) =1, Ti(x) =%, Te(x) = 2xTe—1(x) — Tx_2(x) dlak > 1)
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Jezeli
f = Z’ Clka , F = Z’ dka
k=0 k=0

(To(x) =1, T1(x) =%, Te(x) =2xT_1(x) — Tx_2(x) dlak > 1) oraz

(x — 1) F'(x) + iw(x — 1) F(x) = f(x)
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Transf. Hilberta funkcji oscylujgcych

Jezeli
f = Z’ Clka , F = Z’ dka
k=0 k=0

(To(x) =1, T1(x) =%, Te(x) =2xT_1(x) — Tx_2(x) dlak > 1) oraz

(x — 1) F'(x) + iw(x — 1) F(x) = f(x)

to

iwdk_z + 2[k—1 —in] dk_1 — 4dek—|—
+ 2[k + 1T +iwtldi 1 — lwdiy2 = 2(ak—1 —axy1) (k> 0)

(a_x = ak, d—x = dy).
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Transf. Hilberta funkcji oscylujgcych

Jezeli
f = Z’ (lka , F = Z’ dka
k=0 k=0

(To(x) =1, T1(x) =%, Te(x) =2xT_1(x) — Tx_2(x) dlak > 1) oraz

(x — 1) F'(x) + iw(x — 1) F(x) = f(x)

to

iwdk_z + 2[k—1 —in] dk_1 — 4dek—|—
+ 2[k + 1T +iwtldi 1 — lwdiy2 = 2(ak—1 —axy1)  (k>0)

(a_x = ak, d—x = dy).
Niestety, powyzsze rOwnanie rekurencyjne nie ma rozwigzania.

Pawet Keller (cz. 1) -p. 13/44



Transf. Hilberta funkcji oscylujgcych

Roéwnanie rekurencyjne

iwdr_ > + 2[k—1—1wT]dy_7 — 4ktdy +
+ 2k +1+iwtldryr — lwdro = 2(ak—1 —akx4+1) (k>0)

nie ma rozwigzania
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Roéwnanie rekurencyjne

iwdr_ > + 2[k—1—1wT]dy_7 — 4ktdy +
+ 2k +1+iwtldryr — lwdro = 2(ak—1 —akx4+1) (k>0)

nie ma rozwigzania, ale ma je rownanie

iwdyr > + 2[k—1—1wT]dr_7 — 4ktdy +
+ 2k + 1T +iwtldiy1 —iwdiyr = 2(ak—1 —axs1) (k>1).
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Transf. Hilberta funkcji oscylujgcych

Roéwnanie rekurencyjne

iwdr_ > + 2[k—1—1wT]dy_7 — 4ktdy +
+ 2k +1+iwtldryr — lwdro = 2(ak—1 —akx4+1) (k>0)

nie ma rozwigzania, ale ma je rownanie

iwdyr > + 2[k—1—1wT]dr_7 — 4ktdy +
+ 2k + 1T +iwtldiy1 —iwdiyr = 2(ak—1 —axs1) (k>1).

W takiej sytuacji funkcja F = > "d,Tx spetnia rownanie rozniczkowe
k=0

(x =D F(x) + [lwx =T Fx) = f(x) + -,
gdzie R = Ziw’f(dz — do) + iw(d1 — dg) + 4((12 —Td1)—2(ao — az) :
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Transf. Hilberta funkcji oscylujgcych

Pawet Keller (cz. 1) -p. 15/44



Transf. Hilberta funkcji oscylujgcych

Oczywiata jest rownosc

1 1WX 1 f R 1wx R] 1WX
[ ey e R e
] X—T 1 X—T 4 ) 1x—7
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Transf. Hilberta funkcji oscylujgcych

Oczywiata jest rownosc

1 1WX 1 f R 1wx R] 1WX
[ ey e R e
] X—T 1 X—T 4 ) 1x—7

Dodatkowo, mozna udowodnic, ze

1 1wx
]f ©  dx = T [mi4Eyiw(1+ 1) — By (iw(=T+ )],
1 X—T

gdzie

Ei(z2) :[ t~ e t2dt
1

to tak zwana catka wyktadnicza (znane sa szybkie | proste algorytmy
jej przyblizania, za pomoca szeregu albo utamka tancuchowego).
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Transf. Hilberta funkcji oscylujgcych

Podsumowujac:
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Transf. Hilberta funkcji oscylujgcych

Podsumowujac: jesli f = > "ayTx.
k=0

Pawet Keller (cz. 1) -p. 16/44



Transf. Hilberta funkcji oscylujgcych

Podsumowujgc: jesli f = Y "ayxTx. Wtedy

k=0
1 00 00
f(x) etwx - _
dX — elw /d _ e 1w / _1 kd L
31_1 e ; . ;( *dy

e T [m+E(lw(1+1)) —Ei(lw(—=14+1))],

NS

iwdr_ > + 2[k—1—1wT]dr_7 — 4ktdy +
+ 2[k + 1T +iwtldi 1 —iwdryr = 2(ak—1 —ax41) (k> 1),

R = Ziw’t(dz — do) + iw(d1 — dg) + 4((12 —Td1) —2((10 — (12)>

(0.0)

Ei(z2) :J t~le t2qdt.
1
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Transf. Hilberta funkcji oscylujgcych

N
W praktyce: f~ > "ayxTxk.
k=0
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Transf. Hilberta funkcji oscylujgcych

N
W praktyce: f~ > "axTx. Wtedy
k=0

T f(x) etwx M M
dX — eiw /d . e—iw / _1 kd L
][_1 e kZ_O ; kZ_O( *d,

— ; e T i+ B (iw(1+7)) — B (iw(=1+1))].
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Transf. Hilberta funkcji oscylujgcych

N
W praktyce: f~ > "axTx. Wtedy

k=0
1 . M M
f(X)ele 3 / —1 / k
— 1w _ 1w _‘] —
][_1 i dx e § d. — e E (—1)*dx
R 1wT . . )
— Ze [+ Ei(lw(1+71) —E(lw(—=T+1))].
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Transf. Hilberta funkcji oscylujgcych

N
W praktyce: f~ > "axTx. Wtedy

k=0
1 . M M
f(x)et®* : p i / k
— 1w _ 1w _‘] —
][_1 i dx = e § d, — e E (—1)%dy
R 1w T . : )
— Ze [+ Ei(lw(1+71) —E(lw(—=T+1))].

M = O(N).

N <= zadana dokfadnoSc przyblizenia catki H(f, w, T).
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Transf. Hilberta funkcji oscylujgcych

Przedstawiona metoda, przy N — oo, jest zbiezna jednostajnie
ze wzgledu na w i T do warto Sci doktadnej.
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Transf. Hilberta funkcji oscylujgcych

Przedstawiona metoda, przy N — oo, jest zbiezna jednostajnie
ze wzgledu na w i T do warto Sci doktadnej.

Btad ~ N~ ®log N,
gdy f ma ciagta jedynie (s — 1)-szg pochodna.
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Transf. Hilberta funkcji oscylujgcych

Przedstawiona metoda, przy N — oo, jest zbiezna jednostajnie
ze wzgledu na w i T do warto Sci doktadnej.

Btad ~ N~ ®log N,
gdy f ma ciagta jedynie (s — 1)-szg pochodna.

Btad ~ v NiogN (r > 1),
gdy f jest analityczna w elipsie zawierajgcej [—1, 1].
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Testy

11%) cos(400x)

1
X—3

= 0.9809753973569269933

1 e4x2 sin
Wyniki dla caiki J
—1

Pawet Keller (cz. 1) -p. 19/44



Testy

1 e4xzsm(
Wyniki dla caiki J
—1

11%) cos(400x)

zadana tolerancja

1.0
1.0
1.0
1.0
1.0
1.0
1.0

10—02
10—04
10—06
10—08
10—10
10—12
10—14

1
X—3

wartoSC N  blad bezwzgledny

47
o4
84
100
113
128
146

= 0.9809753973569269933

1.3
4.0 -
2.0
2.4 .
1.2.
3.1
6.7 -

10—03
10—05
10—07
]0—09
10—11
]0—13
]0—17
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Testy

1 —x2)3 cos(400x)

1
X—3

= 0.8050319228314049224

1
Wyniki dla caiki J VI
—1
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Testy

1
Wyniki dla caiki J vl
—1

—x2)3 cos(400x)

zadana tolerancja

1.0
1.0
1.0
1.0
1.0
1.0
1.0

10—02
10—04
10—06
10—08
10—10
10—12
10—14

1
X—3

1

8
30
20

280
022

2856
83890

= 0.8050319228314049224

8.4 -
1.6
8.7 -
1.6
1.1
2.2.
24.

wartoSC N btad bezwzgledny

]0—04
10—05
10—08
10—09
10—12
10—14
10—16
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Testy

—x2)3 cos(400x)

1
X—3

1

. . 1

Wyniki dla catki J VI = 0.8050319228314049224
—1

zadana tolerancja wartoSC N  btad bezwzgledny

1.0-107°92 8 8.4.1070%
1.0-107%4 30 1.6-1079
1.0-107°€ 20 8.7-10798
1.0-10798 280 1.6-107°%7
1.0-10°1° 1022 1.1-10712
1.0-107 12 2856 22-10714
1.0-10° " 8890 2410716

Czasy (N = 8890). W&X(2009): 0.3s., W&X(2010): N/A, K: 0.012s.
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CzeScC 2

WiasnoSci numeryczne algorytmow wyznaczania
uogolnionej odwrotnosci Moore’a-Penrose’a
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Odwracanie macierzy
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‘ Macierz odwrotna

|
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Macierz odwrotna

Niech A € C**™. Macierz X € C™**™ jest macierza odwrotng do
macierzy A wtedy i tylko wtedy, gdy

AX=XA =1L

Oznaczenie: A~ !.
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Macierz odwrotna

Niech A € C**™. Macierz X € C™**™ jest macierza odwrotng do
macierzy A wtedy i tylko wtedy, gdy

AX=XA =1L

Oznaczenie: A~ !.

"To most numerical analysts, matrix inversion is a sin.”

Nicholas Higham
"Accuracy and Stability of Numerical Algorithms”, 1996.
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Macierz odwrotna

Niech A € C**™. Macierz X € C™**™ jest macierza odwrotng do
macierzy A wtedy i tylko wtedy, gdy

AX=XA =1L

Oznaczenie: A~ !.

"To most numerical analysts, matrix inversion is a sin.”

Nicholas Higham
"Accuracy and Stability of Numerical Algorithms”, 1996.

"Almost anything you can do with A~' can be done without it.”

George E. Forsythe and Cleve B. Moler
"Computer Solution of Linear Algebraic Systems”, 1967.
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Kiedy nie uzywa ¢ A~'?

® Aby rozwigzac réwnanie Ax = b, teoretycznie mozna wyznaczyc
A~ apotem obliczyt x = A~ 'b.
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Kiedy nie uzywa ¢ A~'?

® Aby rozwigzac réwnanie Ax = b, teoretycznie mozna wyznaczyc
A~ apotem obliczyt x = A~ 'b.

Jednak nie powinno sie tak robic, ze wzgledu na koszt obliczen
oraz doktadnosc¢ wyniku.
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Kiedy nie uzywa ¢ A~'?

® Aby rozwigzac réwnanie Ax = b, teoretycznie mozna wyznaczyc
A~ apotem obliczyt x = A~ 'b.

Jednak nie powinno sie tak robic, ze wzgledu na koszt obliczen
oraz doktadnosc¢ wyniku.

Test: 100000 macierzy o elementach losowych (z rozkiadu U(0, 1)).

Tabela zawiera wartoSci btedu ||b — A%||«, gdzie X jest rozwigzaniem
obliczonym.
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Kiedy nie uzywa ¢ A~'?

® Aby rozwigzac rownanie Ax = b, teoretycznie mozna wyznaczyc¢
A~ apotem obliczyt x = A~ 'b.

Jednak nie powinno sie tak robic, ze wzgledu na koszt obliczen
oraz doktadnosc¢ wyniku.

Test: 100000 macierzy o elementach losowych (z rozkiadu U(0, 1)).

Tabela zawiera wartoSci btedu ||b — A%||«, gdzie X jest rozwigzaniem
obliczonym.

min max
x=A"'b | 2.8422¢e—14 1.0397e¢—38
GEPP 7.1054e—15 4.2633e—14

Iwona Wrdbel (cz. 2) -p. 24/44



Liniowe zadanie najmniejszych kwadratow

® To samo odnosi sie do liniowego zadania najmniejszych
kwadratow

min [|[b — Ax||2, A €R™ ™  m>mn=rank(A).
X
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Liniowe zadanie najmniejszych kwadratow

® To samo odnosi sie do liniowego zadania najmniejszych
kwadratow

min [|[b — Ax||2, A €R™ ™  m>mn=rank(A).
X

Rozwigzanie normalne to x = (ATA)~'ATb, jednak nie powinno
sie korzystac z tego wzoru ze wzgledu na szybkosc i doktadnoSc.
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Liniowe zadanie najmniejszych kwadratow

® To samo odnosi sie do liniowego zadania najmniejszych
kwadratow

min [|[b — Ax||2, A €R™ ™  m>mn=rank(A).
X

Rozwigzanie normalne to x = (ATA)~'ATb, jednak nie powinno
sie korzystac z tego wzoru ze wzgledu na szybkosc i doktadnoSc.

W pewnych sytuacjach odwrotnosc jednak trzeba wyznaczyc.
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Odwrotno S¢ Moore’a-Penrose’a

Definicja. (Warunki Moore’a-Penrose’a)

Macierz X € C™*™ jest uogolnionga odwrotnoscig macierzy A € C™*n
wtedy i tylko wtedy, gdy

(1) AXA =A,
(2) XAX =X,
(3) AX=(AX)",

4 XA = (XA)*.

Oznaczenie: X = AT (odwrotno$¢ Moore’a-Penrose’a)
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Odwrotno S¢ Moore’a-Penrose’a

Definicja. (Warunki Moore’a-Penrose’a)

Macierz X € C™*™ jest uogolnionga odwrotnoscig macierzy A € C™*n
wtedy i tylko wtedy, gdy

(1) AXA =A,
(2) XAX =X,
(3) AX=(AX)",

4 XA = (XA)*.

Oznaczenie: X = AT (odwrotno$¢ Moore’a-Penrose’a)

¢ Kazda macierz posiada jednoznaczng odwrotnoSc
Moore’a-Penrose’a.

Q Jesli A € C™*™ jest odwracalna, to AT = A1,
O JesliA € C™*™ oraz m > n =rank(A), to AT = (A*A) " TA*.
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Wplyw zaburze n

Twierdzenie. Zatlozmy, ze A € R™ ™, m > n = rank(A).

Niech ponadto ||E||> < ¢||A|2, ek(A) < 1 oraz
rank(A + E) = rank(A) = n.

Wtedy
[(A+E)T —AT|l; < V2ek(A)|(A+E)Tz,

gdzie k(A) = [|AT]|2]|A||> jest wskaznikiem uwarunkowania A.
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Przykiad

Niech
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Przykiad

Niech
A — 1 0 | E_ 0 O |
0 0 0 o

Mamy AT = A, zatem A jest dobrze uwarunkowana
(<(A) = ||Al[2]|AT]|2 = 1). Jednak mamy réwniez

rank(A + E) > rank(A).
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Przykiad

Niech
A — 1 0 | E_ 0 O |
0 0 0 o

Mamy AT = A, zatem A jest dobrze uwarunkowana
(<(A) = ||Al[2]|AT]|2 = 1). Jednak mamy réwniez

rank(A + E) > rank(A).

Dlae >0
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Przykiad

Niech
A — 1 0 | E_ 0 O |
0 0 0 o

Mamy AT = A, zatem A jest dobrze uwarunkowana
(<(A) = ||Al[2]|AT]|2 = 1). Jednak mamy réwniez

rank(A + E) > rank(A).

i a1 (1T o) (1 0\ (o 0
(A +E) A(O &) (o o)(o &>°

Zmniejszanie « powoduje wzrost btedu!

Dlae >0
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Stabilno S¢

Algorytm wyznaczania AT, gdzie A € R™*™, jest stabilny, jesli
obliczona nim odwrotno$c X € R™*™ spetnia

< Ljemk(A),

gdzie

k(A) = ||AT]]2||A|2 — wskaznik uwarunkowania A,
L; =L;(m,n)—wolno rosngca funkcja m i n,

e¢m — precyzja obliczen.
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Numeryczna poprawno S¢C

Algorytm obliczania AT, gdzie A € R™*™, jest numerycznie poprawny,

jesli obliczona nim odwrotnoS¢ X € R™*™ jest prawie doktadna
odwrotnoScia macierzy A + E, tj.:

X+F=(A+E)T,

gdzie
B2 < LaemlAllz, [IFll2 < Laem|IX]l2,

al, =1L,(m,n)oraz L3 =L3(m,n)
sa wolno rosnacymi funkcjami m i n.

Fakt. Algorytm numerycznie poprawny jest stabilny.
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Algorytmy

Zalozmy, ze A € R™*™ jest petnego rzedu: rank(A) =n < m.

Jak obliczy¢ X = AT = (ATA) " TAT?
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Metody bezpo Ssrednie: rownania normalne

Algorytm 1 — Uktad rownan normalnych

® StworzM =ATA.
® Rozwiagz rownanie MX = AT wyznaczajac X.
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Metody bezpo Ssrednie: rownania normalne

Algorytm 1 — Uktad rownan normalnych

® StworzM =ATA.
® Rozwiagz rownanie MX = AT wyznaczajac X.

Fakt:
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Metoda Cholesky’ego

Algorytm 2 — Rozktad Cholesky’ego

® Wyznacz rozktad Cholesky’ego macierzy M = ATA, tj. M =R'R.

®» Wyznacz X z rownania
RTRX =AT
rozwigzujgc dwa réwnania z macierzami trojkgtnymi:

o RTY=AT,
® RX =Y.
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Rozktad QR (Householdera)

Algorytm 3 (QR) — Rozktad QR (Householdera)

® Znajdz rozktad QR macierzy A, i.e.
A = QR,

gdzie Q € R™*™" jest kolumnowo ortogonalna, a R € R™*™ jest
trojkatna gorna.

® Zalozenie rank(A) = n gwarantuje, ze R jest nieosobliwa.

® Macierz X = AT =R~ 'Q" obliczamy rozwigzujac réwnanie

RX=Q".
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Bidiagonalizacja Householdera

Algorytm 4 (Bidiag) — Bidiagonalizacja Householdera
(algorytm Goluba-Kahana)

® Za pomoca transformacji Householdera sprowadz A do postaci
dwudiagonalnej, tj. znajdz rozktad A = UBV', gdzie U € R™*™

ma ortogonalne kolumny, V € R™*" jest ortogonalna, a B € R™*"
jest dwudiagonalna

Zalozenie rank(A) = n gwarantuje, ze B jest nieosobliwa.

® Macierz X = A" = VB~ 'U' oblicza sie w dwdéch krokach:

® wyznacz Y z réwnania BY = U,
# oblicz X = VY.
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Singular Value Decomposition (SVD)

Twierdzenie. Dla kazdej macierzy A € C™*™ istnieje rozktad
A =UXV",
gdzie

® UcCm™*™ Ve (C*™ sg unitarne,

®» > cR™" Y =diag(0y,...,0.,0,...,0),
o1 2022...203 >0, r =rank(A).

~

(wartosci szczegolne)

Ponadto
Al =vIiu*,

gdzie
>t = diag(1/01,...,1/04,0,...,0).
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SVD

Algorytm 5 — SVD

® Znajdz rozktad SVD macierzy A, tj.
A=UzV',

gdzie U € R™*™ ma ortogonalne kolumny (U'TU = 1,,), V € R™*™
jest ortogonalna, a £ € R™*™ jest diagonalna.

® Mamy X =AT =V Tu’.

® Matlab: X = pinv(A).
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Ztozono S¢ obliczeniowa

Zaktadamy, ze macierze Q e R™*™, U e R™*™" oraz V € R"*" sg
wyznaczane explicite.

ZtozonoS¢ obliczeniowa algorytméw wyznaczania X = AT przy

zatozeniu, ze A € R™*™ jest pelnego rzedu, liczona jako liczba
elementarnych operacji arytmetycznych: +, —, x, /.

Algorytm Liczba operacji arytm.
Cholesky 3mn? +n3/3
QR (Householder) 5mn? —4/3n?
Bidiag (Golub-Kahan) 8mn? —2/3n3
SVD l6mn? + 8n?
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Wiasno sci numeryczne algorytmow 2-5

StabilnoSc i poprawnoSc numeryczna rozwazanych algorytmow
obliczania X = AT.

Algorytm StabilnoS¢ | PoprawnoS¢ num.
Cholesky NIE NIE
QR (Householder) TAK NIE
Bidiag (Golub-Kahan) TAK TAK
SVD TAK TAK
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Testy numeryczne

Macierze Pascala:

(1 1 1 e 1 \
1 2 3 e n
A=|1 3 6 - A3 n1 + a2 n
\1 n an1.3 + aAn,2 ... An,n—1 + An ,n)

Wspotczynnik stabilnoSci:

e : _ H>~(algorithm — ATHZ
algorithm 8]\/[HATH2K2(A)
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Testy numeryczne

Wartosci wspotczynnika stabilnoSci algorytmoéw 2-5

obliczania X = AT, gdzie A jest macierza Pascala.

K2(A)

€Chol

eQR

€bidiag

€pinv

© o |3

10

6.91e+2
1.10e+5
2.06e+/
4.15e+9

8.77e+0
9.89¢e+2
1.64e+4

porazka

2.60e—2
1.80e—2
4.53e—3
/.35e—4

5.92e—2
1.04e—2
6.24e—3
3.87e—3

1.14e—1
2.12e—3
2.05e—2

3.16e—3
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Testy numeryczne (metoda QR)

Macierz:

randn(’state’, 0)

m=24 n=2

B = hilb(m); Al =ones(m,n) —B(;,1:n) xc;

B =pascal(m); A2=B(;,1:n);

A3 =randn(m,n) — Al;

A4 =Al+1Jle—7xrandn(m,n); AS5=A2—1.le—7+«randn(m,n);
B = magic(m); A6=B(;1:n);

A=[A1 A2 A6+A2 A3 A4 A5-— A4
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Testy numeryczne (metoda QR)

Macierz:

randn(’state’, 0)

m=24 n=2

B = hilb(m); Al =ones(m,n) —B(;,1:n) xc;

B =pascal(m); A2=B(;,1:n);

A3 =randn(m,n) — Al;

A4 =Al+1Jle—7xrandn(m,n); AS5=A2—1.le—7+«randn(m,n);
B = magic(m); A6=B(;1:n);

A=[A1 A2 A6+A2 A3 A4 A5-— A4

errorag — IR IRIXI:
IX]2

Twierdzenie. Jesli powyzszy wspotczynnik jest rzedu jednosci,
algorytmy QR sg numerycznie poprawne.
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Testy numeryczne (metoda QR)

C K2(A) | erToTQRr | €TTOTQR,;,.:

1 1.44e+10 | 3.92e+42 5.21e+0
1077 | 1.37e+10 | 6.97e43 5.66e+0
1072 | 1.25e+10 | 4.30e44 5.66e-+0
1073 | 1.29e+10 | 4.76e+5 5.79e+0
1074 | 1.36e+10 | 3.58e+6 5.8Te+0
107> | 1.20e+10 | 4.23e47 5.25e+0
107© | 5.58e+10 | 1.01e48 1.20e+0
1078 | 6.62e+12 | 1.26e+8 1.55e+0
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Podsumowanie

® Metody oparte na réwnaniach normalnych (AT = (ATA)~TAT),
(np. metoda wykorzystujgca rozktad Cholesky’ego) sa
najszybsze, jednak moga by¢ stosowane tylko dla zadan dobrze
uwarunkowanych.

Ich doktadno$¢ zalezy od (k(A))?, a nie od k(A).
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Podsumowanie

® Metody oparte na réwnaniach normalnych (AT = (ATA)~TAT),
(np. metoda wykorzystujgca rozktad Cholesky’ego) sa
najszybsze, jednak moga by¢ stosowane tylko dla zadan dobrze

uwarunkowanych.
Ich doktadno$¢ zalezy od (k(A))?, a nie od k(A).

® W wielu przypadkach algorytm 3 (QR) daje zadowalajgce wyniki.
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Podsumowanie

® Metody oparte na réwnaniach normalnych (AT = (ATA)~TAT),
(np. metoda wykorzystujgca rozktad Cholesky’ego) sa
najszybsze, jednak moga by¢ stosowane tylko dla zadan dobrze

uwarunkowanych.
Ich doktadno$¢ zalezy od (k(A))?, a nie od k(A).

® W wielu przypadkach algorytm 3 (QR) daje zadowalajgce wyniki.

® Algorytmy 4 (z wykorzystaniem bidiagonalizacji macierzami
Householdera) oraz 5 (SVD) sa numerycznie poprawne.
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