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Mechanika st

Plan prezentacji

» Czym zajmuje sie mechanika statystyczna.

» Czym s3 przemiany fazowe i dlaczego zwracamy na nie uwage.
» Model Isinga. Przemiany fazowe w modelu Isinga.

» Teoria grupy renormalizacji.

» Wariacyjna teoria gurpy renormalizacji.

» Odwzorowanie wariacyjnej teorii grupy renormalizacji i sieci
gtebokich.

» Podsumowanie i perskpetywy na przysztosc.
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Mechanika statystyczna

Fizyka statystyczna

Fizyka statystyczna

Fizyka statystyczna, dziat fizyki teoret. zajmujacy sie badaniem
wiasciwosci uktadéw makroskopowych, tj. uktadéw sktadajacych sie z
olbrzymiej liczby czastek;

Mechanika statystyczna

Dziat fizyki statystycznej zajmujacy sie opisem réwnowagowych i
nieréwnowagowych wtasciwosci uktadéw makroskopowych (wynikajacych
z ich wtasciwosci mikroskopowych opisywanych prawami mechaniki
klasycznej lub kwantowej) za pomoca statystyki matematyczne;.

(Zrédto: Encyklopedia PWN)
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Mechanika statystyczna

Podstawowe idee

Moment pedu w mechanice klasycznej

» W mechanice klasycznej moment

pedu (kret) punktu materialnego

P, ktérego potozenie opisujemy wektorem wodzacym 7 definiuje sie
jako wektor bedacy rezultatem iloczynu wektorowego wektora

pofozenia i pedu .
L =

axis of
rotation

(1)

rxp

L=rxp

Rysu nek: zrédio: http://www.physics.brocku.ca/PPLATO/h-flap/phys2_8f_5.png
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Podstawowe idee
Mechanika statystyczna

Moment pedu ciata obracajacego sie

» Moment bezwtadnosci jest miarg bezwtadnosci ciata w ruchu
obrotowym wzgledem okre$lonej, ustalonej osi obrotu. Im wiekszy
moment, tym trudniej zmieni¢ ruch obrotowy ciata, np. rozkrecié
dane ciato lub zmniejszy¢ jego predkos¢ katowa.

» Moment bezwtadnosci ciata sktadajacego sie z n punktéw jest suma
momentdéw wzgledem osi obrotu

n
1=> " mr (2)
i=1
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Podstawowe idee
Mechanika statystyczna

Moment pedu ciata obracajacego sie

» Zatem w mechanice klasycznej mozna wyrazi¢ moment pedu
obracajacego sie z predkoscia & ciata jako

=~y

=Ixd (3)

Rysu nek: zrédio: https://www.desktopclass.com/wp-content/uploads/2012/09/The-sphere-in-rotating. jpg
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Podstawowe idee
Mechanika statystyczna

Moment pedu w mechanice kwantowe;j

» W mechanice kwantowej dzieki zasadzie odpowiedniosci réwniez
mozemy wprowadzi¢ moment pedu analogiczny do tego w
mechanice kwantowej interpretujac 7 jako operator potozenia, a p
kwantowy operator momentu pedu. Nazywamy wtedy L operatorem
momentu pedu.

» Jednakze w mechanice kwantowej znamy jeszcze jeden rodzaj
momentu pedu, spinowy moment pedu czyli po prostu spin.

» Nie jest on zwiazany z obrotem wokét osi. Czastka posiada spin
nawet znajdujac sie w spoczynku.
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Mechanika statystyczna

Moment pedu w mechanice kwantowe;j

» Spin jest opisywany liczbowo za pomocg kwantowych liczb
spinowych.

» Czastki o spinie o wartosciach catkowitych nazywamy bozonami.

0,1,2... (4)

» Natomiast czastki opisywane warto$ciami niecatkowitymi nazywamy
fermionami. 11

0,-,1-... 5

’27 2 ( )
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Podstawowe idee

Mechanika statystyczna

» Z istnieniem spinu zwigzane jest istnienie tzw. spinowego momentu
magnetycznego.

> Niezerowy moment magnetyczny moga mieé zaréwno czastki
obdarzone tadunkiem jak i takie nieposiadajace tadunku na przyktad
neutron.

Rysu nek: zrédio: https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Neutron_spin_dipole_field.jpg
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Pod ee
Mechanika statystyczna Fizyka magnetykéw
Modele spin

Magnetyki

v

W ciatach statych lub cieczach wzajemne oddziatywanie moze
prowadzi¢ do powstania zjawiska ferromagnetyzmu.

» Ferromagnetyzm to zjawisko polegajace na spontanicznym
namagnesowaniem (przy zerowym zewnetrznym polu
magnetycznym).

> Jest to wprost zwigzanie z istnieniem spinowego momentu
magnetycznego o wartosciach réznych od zera.

» Czastki takie wytwarzaja stabe pole magnetyczne, za pomoca
ktérego oddziatuja ze soba.
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Mechanika statystyczna Fizyka magnetykéw

Witasnosci matnetykéw

» Istnienie obszaréw uporzadkowanych (domen) tzn. takich, w ktérych
czastki wykazuja uporzadkowanie momentéw magnetycznych wigze
sie z wystepowaniem miedzy innymi magneséw trwatych.

RySU nek: zrédio: https://commons.wikimedia.org/wiki/File_3ANdFeB-Domains. jpg
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P ee
Mechanika statystyczna Fizyka magnetykéw
Modele s

Witasnosci magnetykéw

» W ferromagnetykach atomy znajduja stosunkowo blisko sie tak, ze
momenty magnetyczne niesparowanych elektronéw silnie oddziatuja
ze sobg, analogicznie do magneséw sztabkowych.

» Sasiadujace obszary o majgce momenty magnetyczne ustawiaja sie
réwnolegle, co powoduje powstawanie domen magnetycznych.

L 7 »"E : ﬁ

Rysu nek: zrédto: https://commons.wikimedia.org/wiki/File_3AMagnetic_domain_with_arrows_by_Zureks.png
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Podst: e
Mechanika statystyczna Fizyka magnetykéw
Modele spi

Witasnosci magnetykéw

» Spontaniczne namagnesowanie prowadzi do osiagniecia przez uktad
najmniejszej energii.

a)/,
(a4
k/ \,// k/

Rysu nek: Zzrédio: https://commons.wikimedia.org/wiki/File_3APowstawanie_domen_by_Zureks.png

= ?

Maksymilian Bujok Wariacyjna teoria grupy renormalizacji w opisie uczenia gtebokiego czyli Deep


https://commons.wikimedia.org/wiki/File_3APowstawanie_domen_by_Zureks.png

Mechanika statystyczna

Model Isinga

» Jednym z pierwszy, a na pewno jednym z najszerzej znanych i
wykorzystywanym przez fizykdw modelem magnetyzmu, i nie tylko,
jest model Isinga. Nazwany tak na cze$¢ Ernesta Isinga.

» Zostat on sformutowany w 1920 przez doktoranta Isinga Wilhelma
Lenza.

» Badanie jego wtasnosci odgrywa duza role poznawaniu zjawisk
zwigzanych z przejéciami fazowymi.

» Skala mikro ttumaczy zachowanie w skali makro.

> Jest modelem sieci neuronowej Hopfielda.
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Mechanika statystyczna

Definicja modelu Isinga

» W ogdlnosci model Isinga mozemy zdefiniowaé nastepujaco:
dana jest d-wymiarowa sie¢ A, w kazdym wezle owej sieci znajduje
sie obiekt, ktéry mozemy utozsamiaé ze spinem v;, gdzie j jest
numerem wezta. Mozemy rozwazaé spiny bedace klasycznymi
momentami magnetycznymi.
Kazdy spin moze przybieraé wartosci +1 (j:%)

Zbiér wszystkich wszystkich wartosci {v;} jednoznacznie wyznacza
stan ukfadu.
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Mechanika statystyczna

Definicja modelu Isinga

» Hamiltonian uktadu zapisujemy w nastepujacej postaci

N
HIfviYl = = > Jyvivi = By vi, (6)
1

<ij> i=

gdzie pierwsze sumowanie odbywa sie po sasiednich, rozréznialnych
parach spindéw. lle jest par zalezy od liczby wymiaréw i rodzaju sieci.
Drugie z sumowan odbywa sie natomiast po wszystkich spinach w
sieci.

N jest liczbg spinéw w sieci, B to zewnetrzne pole magnetyczne.

J to sprzezenie pomiedzy i a j weztem, ktére czasem nazywamy
»catka wymiany”.
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Mechanika statystyczna

Definicja modelu Isinga

» Wartosci statych sprzezenia J wyptywaja na zachowanie catego
uktadu

> J;j > 0 uktad ma wtasnosci ferromagnetyczne;

» J;j < 0 uktad ma wtasnosci antyferromagnetyczne, tj. wtasnosci
magnetyczne poszczegdlnych spinéw znosza sie;

> Jij = 0 spiny nie oddziatuja.
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Model Isinga 2D

> Najczesdciej rozwazang wersja modelu Isinga jest model na sieci
kwadratowej w dwéch wymiarach.

T e e
e e
i e O e i
e e e e S e
== = > A A — —>
e e e e
e e T T T el SR
e T e e e
— = = = = = = —
R e e = S

Rysu nek: Zrsdo: http://www.physics.buffalo.edu/phy410-505/2011/topic5/app2/ing/tex30.png
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Mechanika statystyczna
Modele spinowe

Rézne wersje modelu Isinga 2D

» Oprécz najprostszej wersji na sieci kwadratowej sieci regularnej

istniejg tez inne uktady.

\V4

Rysu nek: Zzrsdio: http://www.brandonrayhaun.com/2016/01/09/dualities-in-two-dimensional-ising-models/
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Witasnosci termodynamiczne modelu Isinga

» Zaktadamy, ze sita
oddziatywan jest malejaca
funkcja temperatury.

> Zaktada
sie réwniez, ze sktonnosé
spinéw do porzadkowania
sie w jednym ze standw
+ albo -, i magnetyzacji
M = 3", v; odpowiednio
wiekszej lub mniejszej
od zera moze by¢ dodatkowo
wzmocniona zewnetrznym
polem magnetycznym.

Rysunek: Schematyczne przedstawienie
dwuwymiarowej siatki dla modelu
Isinga.
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Mechanika statystyczna

Modele spinowe

TTtt 7 r+TtTt+ 1T 2T N TR 7
T T T B W A A rA2A AT AT
tor t 4 Trl«x PP AN Tt
t 1 IR T A AR R R TR
T 1 T 1 U Y M M S ¥ A A N A W
Y N L W W A A W N L L T N
Rysunek: Ferromagnetyzacja
B S A A N r1+T1rTtrr 7 A e NN RN 2
T Tt OB S W R F T N SRV N
tor t ot T?I'\'\ AL s e e
L 1+ 1 L X A R
A T A L A N I SN KRR &« 2A L =
TP T AA T 2128ttt |se2 Lt

Rysunek: Paramagnetyzacja.

(www.unige.ch/math /folks/velenik /smbook)
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Mechanika statystyczna znety
ele spinowe

Suma statystyczna

Jednym z najwazniejszych poje¢ w mechanice statystycznej jest suma
statystyczna:

Z =Y exp(~H({1}). ™
{vi}

gdzie 3 to odwrotno$¢ temperatury:

1

a k to stata Boltzmanna réwna 1,38064852(79) x 102,
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Mechanika statystyczna znety
e spinowe

Interpretacja probabilistyczna sumy statystyczne;j

» Przy pomocy sumy statystycznej mozemy okresli¢
prawdopodobienstwo znalezienia sie uktadu w okreslonym stanie tzn.
w konfiguracji {v;} i energii E = H({v;}):

p((v)) = 2] Q

» W dalszym ciggu prezentacji bedziemy zakfadali, ze § = 1.
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Mechanika statystyczna

Modele spinowe

Przemiana fazowa modelu Isinga 2D

» Dwuwymiarowa wersja modelu Isinga jest jednym z najprostszych
modeli, w ktérych mozemy obserwowaé przemiany fazowe.

TlJ/k T2J/k TBJ/k

Rysu nek: zrédio: http://quantumtheory.physik.unibas.ch/people/bruder/Semesterprojekte2007/p1/index.html
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Mechanika statystyczna

e spinowe

Perkolacja - strukturalne przemiana fazowa

» Perkolacja jest przyktadem
ciagtej przemiany fazowe;j.

> Spdjne
grupy zajetych weztéw/potaczen
nazywamy klastrami.

» Wazna cecha
omawianego procesu jest istnienie
pewnej krytycznej koncentracji
zwanej progiem perkolacji
przy, ktérej po raz pierwszy
pojawia sie klaster perkolacyjny. Rysunek: Perkolacja na sieci
kwadratowe;.
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Mechanika statystyczna gnety
Modele spinowe

Kamien z Rosetty

Rysu nek: zrédio: https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Rosetta_stone.jpg
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Mechanika statystyczna
Modele spinowe

Publikacja, 2014

An exact mapping between the Variational Renormalization Group and Deep Learning

Pankaj Mehta
Dept. of Physics, Boston University, Boston, MA

David J. Schwab
Dept. of Physics, Northwestern University, Evanston, IL

Deep learning is a broad set of techniques that uses multiple layers of representation to automat-
ically learn relevant features directly from structured data. Recently, such techniques have yielded
record-breaking results on a diverse set of difficult machine learning tasks in computer vision, speech
recognition, and natural language processing. Despite the enormous success of deep learning, rel-
atively little is understood theoretically about why these techniques are so successful at feature
learning and compression. Here, we show that deep learning is intimately related to one of the
most important and in physics, the renormalization group (RG).
RG is an iterative coarse-graining scheme that allows for the extraction of relevant features (i.e.
operators) as a physical system is examined at different length scales. We construct an exact map-
ping from the variational renormalization group, first introduced by Kadanoff, and deep learning
architectures based on Restricted Boltzmann Machines (RBMs). We illustrate these ideas using the
nearest-neighbor Ising Model in one and two-dimensions. Our results suggests that deep learning
algorithms may be employing a generalized RG-like scheme to learn relevant features from data.

4 Oct 2014

Rysunek: zrsdto: 1]
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renormalizacji
a teoria g

Teoria grupy renormalizacji

Teoria grupy renormalizacji

» Teoria majace zastosowanie w réznych dziatach fizyki.
» Gtéwne podejscia zwigzane z teorig pola i mechanika statystyczna.

> Prace zwigzane z teorig grupy renormalizacji zostaty uhonorowane
nagroda Nobla dla Kennetha G. Wilsona w 1982 roku.

» Wariacyjna teoria grupy renormalizacji zostata po raz pierwszy
opublikowana przez Leo Kadanoff w 1976 roku. [2]

Maksymilian Bujok Wariacyjna teoria grupy renormalizacji w opisie uczenia gtebokiego czyli Deep



renormalizacji
a teoria g

Teoria grupy renormalizacji

Ogodlna posta¢ hamitonianu

» Hamiltonian w postaci ogdlnej dla uktadu wielu ciat ze sprzezeniem
K = {K,} mozna zapisa¢ w nastepujacy sposdb:

H[{V,’}]:—ZK,'V,'—ZKUV/\/j—ZJUk\/j\/ij—I—..., (10)
i ij ijk
» Energia swobodna przyjmuje postac:

F=—-InZ=-— InZexp(—H[{Vi}]- (11)
{vi}
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Teoria grupy renormalizacji

Teoria grupy renomrlaizacji Kadanofa

> ldea stojaca za renormalizacja polega na znalezieniu bardziej
»gruboziarnistego” (ang. coarse-grained) opisu ukfadu spinéw, z
ktérego usuwamy fluktuacje blisko zasiegowe.

» W tym celu wprowadzamy nowy zbiér spinéw (ukrytych) {h;} w
liczbie M < N, gdzie N to liczba spindéw {v;}.

> Kazdy ze spindw h; jest swego rodzaju grubo ziarnistym
uogdlnieniem stanu wielu spindéw ze zbioru {v;}.

Maksymilian Bujok Wariacyjna teoria grupy renormalizacji w opisie uczenia gtebokiego czyli Deep



Wariacyjna teoria grupy renormalizacji Kandanofa

O QOO ONOINIONG,
O O[O O O OO O
ONOINIONG, ONOINIONG,
O O[O O O OO O
ONOIRION®, ONOINIONG,
O O[O O O OO O
O QOO ONOINIONG,
O O[O O O OO O

Rysunek: Zrédto: [1]
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py renormalizacji
Teoria grupy renormalizacji o Sltzmanna

Wariacyjna teoria grupy renormalizacji Kandanofa

» Na proces renormalizacji mozemy spojrze¢ w przypadku modelu
Isinga jak na proces, gdzie oddziatywanie pomiedzy spinami ze
zbioru h; wynika z oddziatywah spinéw ze zbioru v;.

» W przypadku ukfadu wielu czastek mozemy zapisa¢ hamiltonian
efektywny (, gruboziarnisty”) dla spinéw h; jako:

Hib} == Kihi =Y Kyhihi = > Kyhibih+ ..., (12)
i ij ijk

gdzie {R } opisuje odziatywania pomiedzy spinami ze zbioru h;.
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upy renormalizacji
Teoria grupy renormalizacji 0 as oltzmanna

Wariacyjna teoria grupy renormalizacji Kandanofa

» Renormalizacje mozemy potraktowac jako odwzorowanie zbioru
statych oddziatywanie {K} w {K}.

» W schemacie wariacyjnej teorii grupy renormalizacji tworzymy
funkcje Tx({vi}, {h;}) zalezng od parametru .

» Przy pomocy funkcji Tx({vi}, {hj}) definiujemy hamiltonian dla
spinéw ze zbioru {h;}:

exp(H[{h}]) = > exp((Ta({wi}, {h}) — H[{wi}]),  (13)
{vi}
oraz energie swobodna: :

Fi=—InY " exp(—Hx({vi}). (14)
{vi}
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enormalizacji
Teoria grupy renormalizacji Ograniczone maszyny Boltzmanna

Ograniczone maszyny Boltzmanna

» |dea polega na dobraniu takiej wartosci parametru \ aby
zminimalizowaé AF = F)'\’ - Fv.

» Rozwazamy ograniczong maszyne Boltzmanna (ang. Restricted
Boltzmann Machine), ktéra jest przyktadem modelu bazujacego na
pojeciu funkcji energetycznej. Oddziatywanie pomiedzy widocznymi
v;i i niewidocznymi h; jednostkami (spinami/neuronami) opisuje
funkcja energii:

E({vi}, {h}) = th ZV,W,J Zc,v,, (15)

gdzie {b;, wjj, c;} = X to parametry wariacyjne.
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rer
Teoria grupy renormalizacji Ograniczone maszyny Boltzmanna

Ograniczone maszyny Boltzmanna

» Teraz mozemy sformutowaé wspéiny rozktad prawdopodobieristwa:

(), ) = ZPCECE (D) (1)

» ktére definiuje rozktad wariacyjny dla widocznych spinéw:

pa({vi}) =D pa({vids {h}). (17)
{hi}

> Mozemy takze zdefiniowaé rozkfad brzegowy dla spinéw ukrytych:

pa({h}) =D pa({vid. {m})- (18)
{v}
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Teoria grupy renormalizacji ne maszyny

Ograniczone maszyny Boltzmanna

» Hamiltonian dla neuronéw widzialnych w ograniczonej maszynie

Boltzmanna: (_HEEM[ ()]
pa{u}) = TR, (19)

» oraz dla neuronéw ukrytych:

() = SRR 20)

gdzie Z to suma statystyczna.
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Teoria grupy renormalizacji ne maszyny

Ograniczone maszyny Boltzmanna

» Do okreslania rozbieznosci pomiedzy rozktadem
prawdopodobieristwa dla danych P({v;}) a rozktadem wariacyjnym
uzywamy dywergencji Kullbacka-Leiblera w postaci:

Dre(P({v}) 1| pr({wi}) ZP{V, log( (‘{ )})) (21)

» Zatem jesli ograniczona maszyna Boltzmanna doktadnie odtwarza
rozktad prawdopodobienstwa danych to:

Dra(P({vi}) Il pA({vi}) = 0. (22)
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Teoria grupy renormalizacji ne maszyny

Odwzrowowanie modeli teorii grupy renormalizacji w
ograniczong maszyne Boltzmanna

» W teorii grupy renormalizacji oddziatywanie pomiedzy spinami
widzialnymi i ukrytymi opisane jest przy pomocy operatora

Ta({vi}: {hi}).

» W przypadku ograniczonych maszyn Boltzmanna te sama role petni
funkcja opisujaca energie catkowita uktadu E({v;}, {h;}).

» Jak pokazemy dalej te dwa obiekty mozemy powiagzaé ze soba za
pomoca ponizszego réwnania:

Ta({vit, {h}) = —E({vi}, {h}) + H[{vi}], (23)

gdzie H to hamiltionian.
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Teoria grupy renormalizacji ne maszyny

Odwzrowowanie modeli teorii grupy renormalizacji w

ograniczong maszyne Boltzmanna

» Mozemy teraz pokazaé, ze hamiltionian ITI,\[{hj}] w modelu
»gruboziarnistym” czyli

exp(H[{h;}]) = > exp((Ta({wi}, {hi}) — H[{wi}]),  (24)
{vi}

opisuje réwniez ukryte neurony w ograniczonej maszynie
Boltzmanna.

Maksymilian Bujok Wariacyjna teoria grupy renormalizacji w opisie uczenia gtebokiego czyli Deep



renormalizacji
Teoria grupy renormalizacji Ograniczone maszyny Boltzmanna

Odwzrowowanie modeli teorii grupy renormalizacji w
ograniczong maszyne Boltzmanna

> Pokazemy teraz, ze hamiltonian teorii grupy renormalizacji jest
réwnowazny hamiltorianowi ograniczonego modelu Boltzmanna:

ep(A{h}) Ty e(=(Tal{vi}, (hi} — HI{w}])
z 4 7
<o(A{h: vy exp(—E({vi}, {h;
o) _ 2o oPCHUD WD) _ 5 (g, ) = patin)
{vi}

(25)

(26)
podstawiajac réwnanie:

exp(— RBM .
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renormalizacji
Teoria grupy renormalizacji Ograniczone maszyny Boltzmanna

Odwzrowowanie modeli teorii grupy renormalizacji w

ograniczong maszyne Boltzmanna

» Otrzymujemy ostatecznie:
H[{h;}] = HXM[{A;}] (28)
» Warto zauwazy¢ réwniez, ze w przypadku kiedy:

H[{vi}] = HE"M[{vi}] (29)

to
Dre(P({vi}) Il pA({vi}) = 0. (30)
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by renormalizacji

Teoria grupy renormalizacji oltzmanna

Podsumowanie i perspektywy

» Teoria grupy renormalizacji pozwala spojrze¢ w nowy sposéb na
uczenie gtebokie.

» W chwili obecnej wydaje sie, ze jest to na razie ogdlny zarys
postepowania i szukania analogii pomiedzy ukfadami fizycznymi a
sieciami gtebokimi, niz gotowa do uzycia teoria.

» Potencjalnie istnieja mozliwosci zastosowania innych narzedzi z teorii
zjawisk krytycznych i przej$¢ fazowych do badania sieci gtebokich.
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ria grupy renormalizacji

Teoria grupy renormalizacji Ograniczone maszyny Boltzmanna

Dziekuje za uwage
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Teoria grupy renormalizacji
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