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Ograniczone maszyny Boltzmanna



Maszyny Boltzmanna

Maszyny Boltzmanna mozemy rozpatrywac jako sieé
losowych weztéw (wierzchotkéw).

Kazdy wezet (wierzchotek) mozemy traktowacd jak
dwustanowy neuron.

Do opisu catego uktadu mozemy postugiwac sie pojeciem
energii uktadu.

Stan kazdego neuronu zmienia si¢ w czasie o kroku
dyskretnym w sposob losowy.

Uktad dazy do stanu o nizszej energii, ktéry mozemy
utozsamia¢ z optimum globalnym.



Maszyny Boltzmanna

Rozwazmy sie¢ ztozong z N potaczonych parami
wierzchotkéw (neuronéw) i | C (g’ :

Kazdy z wierzchotkéw i € N zwany dalej neuronem moze
przyjmowac stany i € {0,1}.

Cata sie¢ mozemy opisac przy pomocy wektora

x = (xi)ien € {0,1}".

Kazdy neuron ma funkcje 0; € R.

Kazda para neuronéw jest potaczona krawedzig o wadze
9{,"]'} € R.



Maszyny Boltzmana

» Dla danych wartosci 0; € R oraz 0y; j, € R energia
uktadu, ktérg mozemy utozsamiaé z funkcja oceny,
przyjmuje postac:

E(X, 9) = — ZG,XJ — Z 0{,’J}X,'Xj, X € {O, 1}N

ieN {ij}el



» Maszyna Boltzmanna uaktualnia swdj stan w dyskretnym
czasie.

» Ten proces nazywany jest prébkowaniem Gibbsa (ang.
Gibbs sampling).

» Przejécie ze stanu x(*) € {0,1}V w czasie t to stanu w
czasie t + 1, x(t+1) odbywa sie poprzez wybér jednego

, . .. e, . (t+1) N
z neuronéw i € N i jego przejsciem do stanu X; =1

z prawdopodobienstwem:

Prix™ = 1|x9) = o( Y 0k + 6, (2)
{ijel}

lub xt = 0 z prawdopodobieristwem 1 — Pr(x{""™)),
a o jest funkcja logistyczna.



» Prawdopodobienstwo znalezienia sie uktadu, Maszyny
Boltzmanna, w okreslonym stanie opisuje rozktad
Gibbsa-Boltzmanna

p(x; 0) = eXp(;g()X; ) w01 (3)

gdzie Z(0) = >, exp (—E(x; 0) nazywamy funkcja
rozktadu (suma statystyczng).



Ograniczone maszyny Boltzmanna

Beda nas interesowaty tzw. ograniczone maszyny
Boltzmanna (ang. Restricted Boltzmann Machines).

Zacznijmy od tego, ze jest mozliwa obserwacja tylko
V' C N sposréd wszystkich neurondw.

Pozostate neurony, czyli H = N\ V nazywamy ukrytymi.

Z rozktadu prawdopodobienstwa p(x; ) dla wszystkich
stanéw uktadu x = (xy, xy) € 0,17 x 0,1V
prawdopodobienstwo brzegowe widocznych stanéw
przyjmuje postac:

p(XV;Q) = Z p(X; 9)’ Xy € {07 1}\/' (4)

xy€0,1H



» Ograniczonymi maszynami Boltzmanna nazywamy
maszyny Boltzmanna, gdzie oddziatywanie pomiedzy
neuronami zachodzi tylko pomiedzy neuronami z warstwy
widocznej a neuronami z warstwy niewidocznej. To
znaczy: | = {{i,j}:i€ie V,je H}.

Hidden units

Visible units

RyS une k . https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Restricted_Boltzmann_machine.svg
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» Ten model sieci neuronowej jest przyktadem modelu
bazujacego na pojeciu funkcji energetycznej.
Oddziatywanie pomiedzy widocznymi xi, i niewidocznymi
XL neuronami opisuje funkcja energii:

E(x, xh) = = > bix = > xpwyx — >_cixy. (5)
J ij i
gdzie (b;, Wy, ¢;) to wagi.
» Lub w zapisie macierzowym:
E(x,,xs) =y Wx+cTy+b'x, (6)

gdzie x to stan widocznych neuronéw, y niewidocznych, a
Z to funkcja rozktadu.



» Zatem ostatecznie rozktad prawdopodobienstwa dla
ograniczonych maszyn Boltzmanna przyjmuje postac:

Y efo1t exp(y " Wx +cTy + b"x)

1 Vv
Z(W,c,b) x €401},

(7)

p(x;0) =

gdzie, tak jak na poprzednim slajdzie, x to stan
widocznych neuronéw, y niewidocznych, a Z to funkcja
rozktadu.



Ograniczone maszyny Boltzmanna

Do okreslania rozbieznosci pomiedzy rozktadem
prawdopodobienstwa dla danych P({v;}) a rozktadem dla
modelu teoretycznego uzywamy dywergencji
Kullbacka-Leiblera w postaci:

(P I o) = P (P())) )

pA(x]

Zatem jesli ograniczona maszyna Boltzmanna doktadnie
odtwarza rozktad prawdopodobienstwa danych to:

De(P(x,) Il pA(x,) = 0. (9)



Uczenie ograniczonych maszyn

Boltzmanna

» Proces uczenia, w tym ograniczonych maszyn
Boltzmanna, mozemy réwniez opisac jako

min Dia(P(x)) || PA()) (10)

» Dywergencja KL nie jest metryka. Nie jest bowiem
symetryczna:

Dc(P | Q) # Die(@Q 1] P)), (11)
ani nie spetnia nieréwnosci tréjkata:

Diki(R || P)) < Dic(P || Q) + Dre(R || Q). (12)

» Pytanie: czy istnieja lepsze alternatywy?



Problem transportu optymalnego



» Problem transportu

optymalnego

(ang. optimal transport)
po raz pierwszy
sformutowat Gaspad
Monge w 1781 roku.

Nastepnie

latach dwudziestych
(dwudziestego

wieku) problem
zostat sformalizowany
przez A.N. Tolstoi.

Najczesciej w literaturze
problem wystepuje pod

Rysunek: Gaspard Monge,
1746-1818

hastem zagadnienia transportowego.



Odlegtos¢ Wassersteina



Definicja metryki Wassersteina

» Odlegto$¢ Wassersteina, niech (X, d) bedzie przestrzenia
metryczng polska i niech p € [1, 00). Dla kazdych dwéch
miar probabilistycznych, u,i v, na X odlegtoscia
Wassersteina stopnia p pomiedzy tymi miarami,
definiujemy nastepujaco:

Wo(u,v) = (_inf [ d(x,y)Pdn(x,y))?

reN(u) Jx

— inf{[Ed(X, Y)P]».}



Definicja y-gtadkiej metryki

Wassersteina

» Zaktadamy dwa prawdopodobienstwa p i g ze zbioru
X =1{0,1}9, mamy funkcje D: X x X = R,, aaif3to
dwie funkcje na X. Wtedy niech ~-gtadka odlegtos¢
Wassersteina bedzie zdefiniowana w nastepujacy sposéb:

WP, q), = max[Ex[a(X)] + Ex[5(X")]

oy expi %) + B(x') — D(x.x')) — 1)].

x,x"'€{0,1

» Podobnie jak w przypadku dywergencji Kullbacka-Leiblera
proces uczenia mozna sformutowacd jako:

minW.(Paata; Po)- (13)



Majac prawdopodobienstwo dla ograniczonych maszyn

Boltzmanna::

>y eo1H exp(y"Wx +cTy + bTx)
Z(W,c,b)

,x €{0,1}",
(14)

p(x;0) =

gdzie, tak jak na poprzednim slajdzie, x to stan
widocznych neuronéw, y niewidocznych, a Z to funkcja
rozktadu.

oraz stosujac wspétczynnik regularyzacji:

Q(c, W, b) = KL(pdat|[pe.w.b) + 1 (HHH2 + ZHWJH2) :

J

Zatem ostatecznie problem uczenia mozna sformutowac
jako:
min W’y(pc,W,ba pdata) + /\Q(C7 W7 b)7 (15)

c,W.b

gdzie 1 i v to wspdtczynniki regularyzacji.
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